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No one shall expel us from the Paradise that Cantor has created.
David Hilbert (1862-1943)

Problemas
I. Teoria dos conjuntos

Nos problemas a seguir usamos a notagdo A = {x: x ¢ A} para o conjunto complementar Q \ A,
onde A\ B = {x: x €A, x ¢ B} denota a diferenca entre dois conjuntos A e B quaisquer.
1. Descreva os seguintes conjuntos verbalmente:

(a) S = {Mercirio, Vénus, ..., Netuno};

(b) S ={Acre, Alagoas, Amapa, ..., Tocantins};
(©) S=1{2,4,6,8,10,...};

d) S=1{2,4,8,16,32,...};

() S=1{2,3,5,7,11,...}.

2. Seja A o conjunto de todos os cidaddos argentinos, B o conjunto de todos os residentes no
Brasil, e C o conjunto de todas as mulheres do mundo. Descreva os seguintes conjuntos
verbalmente: ANBNC, B\A,C\A,C\BeB\C.

3. Escreva todos os subconjuntos de S = {a,b,c,d}.

4. Quantos subconjuntos de 2 elementos um conjunto finito de 5 elementos possui?

5. Mostreque se A CBeBCC,entao A C C.

6. Se A C B, mostre que AUC C BUC para qualquer conjunto C.

7. Mostre que o conjunto vazio & € subconjunto de qualquer conjunto, inclusive dele proprio.

8. Mostre que (A\B)U(B\A) = (AUB)\ (ANB). Desenhe os diagramas de Venn desses

conjuntos (dois lados da identidade).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Demonstre as propriedades associativas: AN(BNC)=(ANB)NCe AU(BUC) =

(AUB)UC.

Demonstre as propriedades distributivas: AN (BUC) = (ANB)U(ANC)e AU(BNC) =
(AUB)N(AUCQ).

Mostre as leis de De Morgan: ANB=AUB e AUB = ANB. Faga diagramas de Venn

para visualizar essas relacdes.

Seja N o conjunto universo dos conjuntos A = {n: n < 6}, B = {n: 4 < n < 9},
C=1{1,3,5,7,9} e D={2,3,5,7,8}. Encontre:

(@) AAB=(A\B)U(B\A), adiferenga simétrica entre os conjuntos A e B;

(b) BACG;

(©) AN(BAD);

(d) (ANB)A(AND,).

Sejam A, B, e C subconjuntos finitos quaisquer de um conjunto universo Q. Desenhe o
diagrama de Venn da diferenca simétricaA ABAC.

Para dois conjuntos quaisquer A e B, sejam as operagdes bindrias ¢ e * definidas por
A®B=(A\B)U(B\A) e AxB=ANB. Mostre que valem as seguintes relagdes:

(@) AOB=B®A;
(b) ABB=A®B;

(c) A =A;
(d) ADA = o;
(e) AxA=A,;

(f) A® (B&C)=(A®B)®C,;

(g) SeA@B=A®Centdo B=C;

(h) Ax(B&C)=(A*B)® (AxC).
Sejam dados n subconjuntos Ay, ..., A, quaisquer de um determinado conjunto universo
Q. Um produto fundamental desses conjuntos € um conjunto na forma A7 N---NA;, onde
A¥ = A; ou A;. Mostre que:

(a) Existem exatamente 2" produtos fundamentais distintos;

(b) Dois produtos fundamentais quaisquer distintos sao disjuntos;

(¢) O conjunto universo € € dado pela unido de todos os produtos fundamentais.



Dica: estude um caso pequeno (por exemplo, com n = 3) usando diagramas de Venn.

16. Mostre que um conjunto S de n elementos possui 2" subconjuntos. Se 0 < m < n, quantos

subconjuntos de S possuem exatamente m elementos?

17. Seja |A| o nimero de elementos de um conjunto finito A. Mostre, usando diagramas de
Venn, que para dois conjuntos finitos quaisquer A e B vale |AUB| = |A|+ |B|—|ANB].

18. Encontre uma expressdo para |[AUBUC| e |AUBUCUD| para conjuntos A, B, C e D

quaisquer.

19. Se A e B sdo dois conjuntos quaisquer, mostre que Z(A)N Z(B) = Z(ANB) e que
P(A)UX(B) C Z(AUB). Repare que se A e B sdo dois conjuntos ndo-vazios disjuntos,
entio AUB ¢ Z(A) U Z(B), de forma que a igualidade no segundo caso raramente vale.

20. Uma pesquisa (IBOPE, 2015) mostrou que 79% dos brasileiros se consideram religiosos
(acima da média mundial, que é de 63%), enquanto outra pesquisa (CNI, 2015) mostrou
que 74% deles nunca fizeram compras online. Mostre que o percentual de brasileiros que

se consideram religiosos e nunca fizeram compras online ¢ maior que 50%.

21. Quantos numeros inteiros 1 < n < 100 sdo divisiveis por 2 e também por 3 ou 5?

I1. Divertissement: O principio da inclusao-exclusao

Vimos que para dois conjuntos quaisquer A e B vale a relagdo |[AUB| = |A|+|B|—|ANB|. A
generalizacdo desse processo de contagem para n conjuntos, |A;U---UA,|, d4 origem a um
principio bastante geral e de enorme aplicacao conhecido como principio da inclusdo-exclusao,
normalmente abreviado por “PIE” (inclusive em ingl€s). Esse principio também € conhecido

como formula do crivo.

O “principio” por trds do PIE para contar corretamente o nimero de elementos em A U---UA,
consiste em primeiro superestimar grosseiramente o nimero de elementos na unido, em seguida
realizar uma correcao simples da estimativa, depois corrigir a corre¢do e assim por diante até
ndo restar nenhum elemento contado mais de uma vez. Uma das caracteristicas mais evidentes

dos resultados obtidos através do PIE € a presenca de somas de termos com sinais alternados.
O seguinte teorema estabelece rigorosamente uma das formas do principio da inclusao-exclusdo.

Teorema. Suponha que temos N objetos e que cada objeto pode possuir ou ndo uma ou mais das

propriedades ay, ... ,a,. Denotando o niimero de objetos com as k < r propriedades a;,, ... ,a;,

por N(a;, - --a;,), o niimero de objetos que ndo possuem qualquer das propriedades ay, ... ,a, é

dado por

No=N-Y N(ai)+ Y Nayan) =+ (=" Y Nay---ap)+---+(=1)"N(ar---a,),
i i1 <ia i <<

onde cada i assume todos os valores possiveis 1,...,r.



Demonstragdo. Um objeto que ndo possui qualquer das propriedades € contado uma unica vez
no termo N do lado direito da identidade proposta e ndo contribui para os termos restantes.
Um objeto que possui somente uma das propriedades, por sua vez, é contado uma vez em N e
uma vez em ) ; N(a;,) e, portanto, contribui com 1 —1 = 0 para Ny. J4 um objeto que possui
exatamente m > 2 propriedades € contado uma vez no termo N, m vezes no termo Y; N(a;, ),
(’;) vezes no termo Y; -;, N(a;,a;,) e assim sucessivamente, isto é, ele é contado (’Z) vezes em

cada termo Y; —..;, N(a;, ---a;, ). A contribuigdo total desse objeto para Ny vale, portanto,
Lemt () = (™ —i(—l)k " =g-1m=0
2 m) = k) -

pelo teorema binomial. Dessa forma, Ny conta somente os objetos que ndo possuem qualquer

das propriedades ay,...,a,, como queriamos demonstrar. ]

Exemplo. Vamos dar um exemplo de aplicacdo do PIE nessa forma. Seja uma colecao de 50
pedras semipreciosas das quais 25 sao transldcidas (7), 30 sao vermelhas (V'), 20 sdo redondas
(R), 18 sdo translicidas e vermelhas (7'V), 12 sdo transldcidas e redondas (T R), 15 sdo vermelhas
e redondas (VR) e 8 sdo transldcidas, vermelhas e redondas (TVR). Quantas pedras ndo sao nem
translicidas, nem vermelhas, nem redondas? Uma aplicacao direta do PIE fornece
No=N-N(T)—N(V)=N(R)+N(TV)+N(TR)+N(VR)—N(TVR)
=50-25-30-20+18+124+15—-8=12.

Outra maneira de resolver esse problema relativamente simples seria desenhar os diagramas de

Venn dos diversos conjuntos 7', V e R e suas intersecdes, conforme figura 1.

o

R

Figura 1: Solucdo grifica do exemplo em termos de diagramas de Venn. Como a soma dos
nimeros que aparecem em cada subconjunto disjunto do diagrama vale 38, temos 50 —38 = 12

pedras que ndo aparecem em nenhuma dessas categorias (7, V ou R ou suas combinacoes).

Como a solugd@o acima usando diagramas de Venn sugere, podemos interpretar o PIE em termos
conjuntistas da seguinte forma. Suponha que Ay,...,A, sejam subconjuntos de um conjunto
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Q tais que A; = {x € Q: x possui a propriedade g;}. Quantos elementos ndo possuem qualquer
das propriedades a;? Esses sdo os elementos que estio em A N---NA,. Para contd-los tomamos
todos os elementos de € e subtraimos os elementos que estdo em pelo menos um A;, adicionamos
aqueles que estao em pelo menos dois A;’s, subtraimos aqueles que aparecem em pelo menos

trés A;’s etc. e dai ficamos com

\Zlﬂ---ﬂflr\ :|.Q|—Z|Ai1|-|— Z |AilﬂA52|—---+<—1)r|A1ﬂ---ﬂAr|.

i i1<ip
As vezes o lado direito da expressao acima € denotada de maneira mais compacta como

Z (_1)|J| ‘AJ’7

JCn]
onde [n]:= {1,...,n}, uma notagdo usual em matemdtica discreta, e A; =(;c;Aj, com Ag = Q.

A férmula do PIE talvez mais conhecida, principalmente em contextos elementares, é aquela
usada para determinar o nimero de objetos que possuem pelo menos uma das propriedades
ai,...,a, isto é, para calcular |[A; U---UA,|. Como Q = (A{U---UA,)U(A;U---UA,) e
AlU---UA, =A|N---NA,, encontramos |A; U---UA,| = |Q| — ’Zl ﬂ~--ﬂ;1,| e dai

|A1U"'UAr’:Z|Ai1|_ Z |Ai1 ﬂAi2|+"'+(_1>r_1|A1m“'mAr|7

i i1<ip

que generaliza a expressdo |AUB| = |A| + |B| — |AN B| para dois conjuntos A e B quaisquer.

Uma forma simbélica para o PIE

Podemos obter a formula do PIE através de um método conhecido como método simbalico.
Dados N objetos que podem possuir ou ndo uma ou mais das propriedades ay, ..., a, e denotando
o nimero de objetos com as k < r propriedades a;,, .. .,a;, por N(a;, - - a;,), podemos denotar

simbolicamente o nimero de objetos que ndo possuem qualquer das propriedades ay,...,a, por
No=N(aj---a,) =N((1—-a1)---(1—ay)),

onde a; significa “possui a propriedade i”” e a; = 1 — g; significa “ndo possui a propriedade i”.
Expandindo o produto (1 —ay)--- (1 —a,) encontramos

No=N(d}---a.))=N(1—-a, - —a,+ajay+---+a,_ 1a,— -+ (=1)ay---a,),
e atuando linearmente com o “operador” N sobre a soma ficamos com
No=N-—-N(a;)—---—N(a;)+N(ajaz) +---+N(ar—1a,) —---+(—1)'N(a; ---a,),

onde colocamos N(1) = N. Essa é exatamente a mesma expressao que encontramos inicialmente

para o PIE. Algumas dessas expressdes, assim como diversas extensdes e exemplos de aplicagao,
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foram primeiramente obtidas nessa forma pelo matematico norte-americano Hassler Whitney
(1907-1989) no inicio dos anos 1930.®

Uma das vantagens do método simbdlico € que podemos considerar o nimero de objetos que
possuem as propriedades a;,, - -+ ,@;, € ndo possuem as propriedades aj,, - ,a;,, com p+q =r,

de maneira relativamente trivial: basta considerar

N(ail o .aipa/j] ...a;q) :N(ail o .aip(l _ajl).“ (1 _ajq))'

Por exemplo, se queremos calcular o nimero de objetos com as propriedades a; e az € sem as

propriedades a; e a4 calculamos
N(aydsazd)y) = N(a1(1 —az)az(1 —a4)) = N(ayas) — N(ajaraz) — N(ajazas) +N(ajarazas).

Uma vez obtida a expressdo desejada, calculamos os termos N(a;, - - -a;,) como ‘A,-l N---NA;, ‘

PIE e o calculo de permanentes

Uma das aplicacdes relativamente recentes (dltimos ~ 60 anos) mais impressionantes do PIE foi
dada por Herbert John Ryser (1923—-1985) de maneira despretensiosa em um conjunto de notas
de aula publicadas sob o titulo Combinatorial Mathematics como o volume 14 da The Carus
Mathematical Monographs (Mathematical Association of America, Washington, DC, 1963).
Nessas notas, usando o PIE Ryser estabeleceu uma férmula para o célculo exato do permanente
de uma matriz que era mais eficiente do que todos os outros métodos conhecidos até entdo e,
exceto por algumas melhorias incrementais, até hoje. Permanentes aparecem frequentemente em
problemas combinatoriais (por exemplo, design de experimentos, permutacdes com restri¢des,
teoria das particoes, tilings etc.), no estudo de processos estocdsticos espaciais e na descricdo de
sistemas de muitos férmions em mecanica quantica, entre outros. Em particular, permanentes
estdo intimamente ligado a um problema computacional de grande relevancia tanto tedrica

quanto préatica conhecido como “emparelhamento perfeito” (perfect matching).

O permanente de uma matriz quadrada qualquer A = (g;;) de ordem n é dado por®

per(A) = Z Haio(i)7

ocS i=1
onde a soma € sobre todas as n! permutagdes (bije¢des) o: {1,...,n} — {1,...,n}. Vemos

dessa expressdo que a férmula para per(A) é semelhante a férmula para o determinante de A,

det(A) =) (—I)Gﬁaia(i)v

ocS

@y, Whitney, “A logical expansion in mathematics”, Bulletin of the American Mathematical Society 38 (8), 572-579
(1932).

(®Uma exposic¢io acessivel das propriedades dos permanentes é dada em M. Marcus e H. Minc, “Permanents”,
The American Mathematical Monthly 72 (6), 577-591 (1965). Veja também o artigo da Wikipedia “Permanent
(mathematics)”.


https://projecteuclid.org/journals/bulletin-of-the-american-mathematical-society/volume-38/issue-8/A-logical-expansion-in-mathematics/bams/1183496087.full
https://projecteuclid.org/journals/bulletin-of-the-american-mathematical-society/volume-38/issue-8/A-logical-expansion-in-mathematics/bams/1183496087.full
https://doi.org/10.1080/00029890.1965.11970575
https://en.wikipedia.org/wiki/Permanent_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Permanent_(mathematics)

sem os “sinais de menos” (—1)°.¢) Essa diferenca aparentemente inocente, no entanto, é fatal.
Por exemplo, embora a expansao de Laplace por linhas ou colunas para determinantes tenha
uma contrapartida simples para permanentes e per(A) = per(A”), a propriedade multiplicativa
det(AB) = det(A) det(B) ndo vale para permanentes. Além disso, a adi¢do de um miuiltiplo de
uma linha de A a outra néo deixa per(A) invariante, de forma que enquanto o determinante de uma
matriz pode ser calculado por eliminagdo gaussiana, um método de ordem O(n?), ndo podemos
usar eliminagdo gaussiana no cdlculo de seu permanente, que em principio é uma operacao
de ordem O(n-n!). Ao contrdrio do determinante, o permanente também é bem definido para
uma matriz retangular A,,»,, m < n, por uma generalizacdo da férmula dada acima: ao invés de
tomar a soma sobre ¢ € S, o conjunto de todas as permutacdes de {1,...,n}, basta tomar a soma
sobre o € Inj(R,C), o conjunto de todas as aplicagdes injetoras : R — C,onde R={1,...,m},
os indices das linhas (do inglés rows), e C = {1,...,n}, os indices das colunas. O nimero de
aplicagdes injetoras R — C vale |Inj(R,C)| =n(n—1)---(n—m+1) =n!/(n—m)!. @

Dada uma matriz A, x,, m < n, a férmula de Ryser para o cdlculo de seu permanente é dada por

m
k
per(A) = ) ( ) Z P(AJ),
k:l n—mj jcc
I |=k
onde P(A|J) é o produto das somas dos elementos das linhas da matriz obtida pela retirada das
colunas de A com indices em C '\ J ou, equivalentemente, da matriz formada pelas colunas de A
com indices em J,
P(A|J) H Y aij.
i=1jeJ

Em particular, se a matriz A for quadrada (m = n) obtemos

per(A) =Y (—=1)"* Y P(A]J).
S =

©Q sinal ou paridade (—1)° de uma permutacgiio ¢, também denotado por sgn(o) ou £(o), entre outros, é dado pela
paridade de seu nimero de inversdes o(i) > ¢ (j) com i < j. Por exemplo, o sinal de o = (2314) vale (—1)° =1,
pois o possui duas inversdes, 6(1) > 6(3) e 6(2) > 6(3); jd para 6 = (3142) temos (—1)° = —1 (verifique).

@Dado um ndmero inteiro m > 0, definimos a m-ésima poténcia fatorial descendente de um niimero x qualquer
por x = x(x—1)---(x —m+ 1), com x? = 1. Por exemplo, x! = x e x2 = x(x — 1). Lemos x” como “x elevado a
m descendente”. A definicdo de x™ generaliza o conceito de poténcia x™ = x - x- - -x para um contexto “discreto”.
O leitor deve ter encontrado esses nimeros no cédlculo do nimero de k-permutacdes de n objetos, normalmente
denotado por P, x ou A, ; (de arranjo, um outro nome para permuta¢io), que € uma selegio ordenada de k objetos
dentre n objetos possiveis, dado por P,y =n(n—1)---(n—k+1) = n¥. Outra notagio encontrada para a poténcia
fatorial descendente € (x),,, conhecido como simbolo de Pochhammer. Uma exposi¢io acessivel acerca das
poténcias fatoriais descendentes (e ascendentes) aparece em D. E. Knuth, “Two notes on notation”, The American
Mathematical Monthly 99 (5), 403—422 (1992). Veja também o artigo da Wikipedia “Falling and rising factorials”.


https://doi.org/10.1080/00029890.1992.11995869
https://en.wikipedia.org/wiki/Falling_and_rising_factorials

Nesta forma, o método de Ryser requer cerca de 2" - (n*/2) = 2"~ 'n? operacdes para o célculo
do permanente. Melhorias algoritmicas incrementais posteriores reduziram a complexidade do

método de Ryser a cerca de 2" - (n/2) = 2"~ 'n operagdes.®

Exemplo. Vamos calcular em detalhes o permanente da matriz

A:301—2
4 -1 3 O

pela formula de Ryser. Temos R = {1,...,m} ={1,2} e C={1,...,n} ={1,2,3,4}. A soma
sobre k =1,...,m possui portanto dois termos: k =1e k = 2.

Quando k = 1, os subconjuntos J C C com |J| = 1 sdo J = {1}, {2}, {3} e {4}. Os produtos
das somas dos elementos das linhas da matrizes formadas pelas colunas de A com indices em J
neste caso valem, respectivamente, 12, 0, 3 e 0. Por exemplo, quando J = {1}, temos A |J = (i) ,
de onde obtemos P(A|J) =3-4 = 12. Assim, a contribuicdo dos termos com k = 1 para o
permanente é dada por

(1mk( )J;CPAU -1)> (i:;)(12+0+3+0)=—45.
|J|=k

Quando k = 2, os subconjuntos J C C com |J| =2sdo J = {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}
e {3,4}. Os produtos das somas dos elementos das linhas da matrizes formadas pelas colunas de

A com indices em J neste caso valem, respectivamente, 9, 28, 4, 2, 2 e —3. Por exemplo, quando

3 4
J={1,3},temos A|J = L 3) de onde obtemos P(A|J) =4 -7 = 28. Assim, a contribui¢do

dos termos com k = 2 para o permanente ¢ dada por
4—
—1)mk P(A 284+4+242-3)=42.
( ( )J);C |J) = (—1)*" (4 2)(9+ 8+44+2+42-3)=
7| =k
Encontramos, dessa forma, que per(A) = —45+42 = —3.

Problema. Encontre o permanente da matriz quadrada

1 2 -1
A=1 3 1 1
2 0 -1

pelo defini¢do de permanente como uma soma sobre permutacdes e pelo método de Ryser.

Pode-se mostrar que o cdlculo do permanente de matrizes formadas somente por elementos

0 e 1 € um problema da classe de complexidade denominada #P-completo (1&-se “hash-P

©A. Nijenhuis e H. S. Wilf, Combinatorial Algorithms for Computers and Calculators, 2a. ed. (New York: Academic
Press, 1978), capitulo 23.



completo” ou “number-P completo”) , o equivalente combinatorial a um problema NP-completo:
um algoritmo para resolver um problema #P-completo em tempo polinomial, caso existisse,
resolveria o problema P vs. NP, implicando que P = NP. Na verdade, problemas #P-completos
sdo ainda mais dificeis de atacar do que problemas NP-completos: enquanto muitos problemas
NP-completos sdo faceis de decidir em instancias aleatérias, esse ndo parece ser o caso para
problemas de enumeracdo combinatéria #P-completos. O algoritmo de Ryser, no entanto,
permitiu reduzir a complexidade do cilculo do permanente de O(n - n!) para O(2" 'n), uma
reducio tedrica e pratica espetacular. Para n = 20, por exemplo, temos O(n-n!) ~ 4.9 x 101°
enquanto O(2"~'n) ~ 107,

Problema. Implemente a férmula de Ryser para o cdlculo de permanentes com as melhorias
algoritmicas sugeridas por Nijenhuis e Wilf e estime sua ordem de complexidade a partir do
célculo do permanente de algumas centenas de matrizes de ordens n =4 a 10.

Embora o cédlculo exato do permanente de uma matriz seja um problema em geral #P-completo,
o célculo aproximado do permanente pode ser realizado em tempo polinomial por um algoritmo
probabilistico com um erro da ordem de éM, onde M € o valor do permanente e € > 0 € arbitrdrio.

Esse é um dos resultados mais fundamentais na drea de algoritmos probabilisticos.®

* — Kk — %

(OM. Jerrum, A. Sinclair e E. Vigoda, “A polynomial-time approximation algorithm for the permanent of a matrix
with nonnegative entries”, Journal of the ACM 51 (4), 671-697 (2004).
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