Resolucao da Lista 6 da disciplina de Matematica
Discreta

Feita por Guilherme de Abreu Barreto!
Coeficientes binomiais

1.
9% = (10 — 1)* = (§)10%1° — (})10%1' + (5)10%1% — (5)10'13 + (3)100 + 1*
=10 000 — 4 000 + 600 — 40 + 1 = 6 561 J

11° = (10 + 1)° = (3)10°1° + (5)10%1" + (3)10°1% + (3)10%1° + ()10'1¢ +
()10
100 000 + 50 000 -+ 10 000 + 1 000 + 50 + 1 = 161 051 [J

Generalizando-se estes casos para obter (1 4 1)k, n,k > 1, temos:

(n+1)* = zk: (’;) nFi(+1)' |

1=0

2.

A férmula do Termo Geral do Bindmio, aplicado a (:c -+ a)n, é

n
Terl — ( )wn—l)ap
p

Aplicando esta para a diferenca de dois termos consecutivos do presente bindmio, podemos encontrar a
taxa de variagcdo dos termos.
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https://drive.google.com/file/d/1ERMS_a3JP-JB-f-TwXWgBV64U8sUhCaN/view?usp=drive_web&authuser=0

3.

O coeficiente binomial é minimo quando k = 0:

n\ n! _n!_1
0/ o0(n—-0))! n!

E tende a aumentar para maiores valores de k, por exemplo:

(3) = mmm =

Mas outra propriedade dos coeficientes binomiais é

(Z) - n!(nni B (n —nl!{:)!n! - (n i k:)

De tal forma que o coeficiente binomial tende ao valor minimo conforme este aproxima-se dos valores 0 e
n. Assim sendo o valor maximo é encontrado em valores intermediarios entre estes dois valores, tal que

((;)'
- )
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(n—=1)! n! (n+1)! (k-1 (n—-Fk—-1)!
m—1)! n! (n+1)! k-1Dn-—k-1!
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El(n—k)! (E+1)!(n—k+1)!
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— 1=1

Seja feita a representacdo do tridngulo de Pascal como se vé a seguir:



Para cada hexagono adjacente a outros seis, 0os nimeros nestes hexagonos adjacentes sdo tais que, entre 0s
hexagonos que ndo sdo adjacentes entre si:

¢ O produto destes é constante;
¢ O maior divisor comum também.

Essa ¢ a identidade hexagonal do triangulo de Pascal.

5.

a.

Demonstracao

Procederemos por inducéo finita para Vn € N

() () - (9)

1=

Base de indugio (n = 0)

Hipotese se inducao
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Por hipétese

Avaliemos o termo 2 Z?: 1 ((zfl) (?))

A identidade Chu-Vandermonde nos da:

Z()(k—) - (2:)

(3

Pela regra da Simetria dos Coeficientes Binomiais, essa relacdo pode ser escrita como:



https://proofwiki.org/wiki/Chu-Vandermonde_Identity
https://proofwiki.org/wiki/Symmetry_Rule_for_Binomial_Coefficients

Z(:><S—Z+Z) - C«;s)

2

Substituindo as varidveis 7 e s porn, s — k por —1 e k por n + 1, temos:

ST (e (()0) -
() o) =2 (o) = () ()

A\ 7 \ . 7

Regra ag Pascal Regra d;,Simetria
_ (n2) _ (2t 1)) g
n+1 n+1
—_———
Regra de Pascal

Onde &, denota o delta de Kronecker:

Demonstracao

Temos dois casos a avaliar:m = 0en # 0 = n > 0.

e n=20:


https://proofwiki.org/wiki/Definition:Kronecker_Delta

— (g’) +j§:11(—1)" <7;__11) + (n ; 1>J +(-1)" <Z>
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Pela Regra de Pascal
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Demonstracao
Para provar a proposicao anterior, venhamos, primeiramente, a demonstrar o seguinte lema.
Lema
Paratodon € N,
n
: (
1=0

Demonstremos este Teorema por inducao finita.

>(2)-(5) -

(3

1. Base de inducdo (n = 0):



2. Base de inducao: se

entao

3. Passo de indugao
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Regra de Pascal
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Por hipétese

Entao temos que

S ()= () (5) -2

e pela demonstracdo do exercicio 5. b anterior, parann. > 0

()= () () ()=

Ao somar a segunda equacao a primeira, obtemos



Demonstracao

De maneira analoga ao exercicio 5. ¢, se por outro lado subtrairmos a segunda equacao da primeira,

teremos:
n n n = n n
2(#)-+2<2)-+3<5)—%~-__2;%(éi+1>._2
. - n __on—1
"Z<2i+1) =2 m
1=0
6.

Demonstraremos esta identidade por inducéo finita, Vnn € N.

Base de indugio (n = 0)

(o)== ("e27)

Hipotese de inducao

Se
i<k+i>_<k+n+l>
b k kE+1
Entao

”Z“ k+i\  (k+n+2
—~\ k) \ k+1

Passo de inducao
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Por h;gétese Pela regrg,de Pascal

7.

Some sobre k?

8.

Para demonstrar esta propriedade, iremos antes demonstrar o seguinte lema.

Lema

Todo coeficiente multinomial da forma

ki 4Ky + -+ ky
ki, koo ky

Pode ser expresso como produto de coeficientes binomiais na forma

ki +k2\ (k1 + ke + k3 ki +ka+---+ky
k1 ki1 + ko U \ky ke e+ Ry
Procederemos nesta demonstracao por inducao finita.

Base de inducado (n = 2)

ki +ky\ (k1 +k)! (k1 + ko)! (k1 t ke
Ky, ko Jor ey ! T\ ((k1 + k) — k1) Ky
Pela definicao de co\e?lciente multinomial Pela definicao de zgeﬁciente binomial

Hipotese de inducao

Se
<k1+-k2+-~-—%kn)__ (kl%—k{)<fl%—k24—k3) ( ki +ky+ -+ ky >
ki koy... kn k4 ki + ko O\ ke Ry

Entao



(kl +k2+--~+kn+1> B <k1+k2> (k1 +k2+k3> <k1+k2+---+kn+1)
ki,kay. .. knit k1 k1 + ko T\ kRt ky

Passo de inducao

ki +ky 4 ko (kB +h o+ ky A+ k)] . (k1 + ko + -+ ky)!
ki, koy... ko1 a kilky!.. . kplkn 1! (ky + ko + -+ -+ kp)!

Pela definicao =1

_ (ki t ke 44 k) (ki t ko4 -+ Ky + knga)!
- kilks!. .. k! (ky + kg + -+ k) kny1

- (kl +k2+"'+kn) <k1+k2+”'+kn+kn+1> _
ki,koy..., k, ki +ky+---+k,

Em forma de coeficiente multinomial Em forma de coeficiente binomial

(kl +k2>(k1+k2+k3> (kl + ko + -+ ky )(kl +hy ety kg
k1 k1 + k2 o \kit k4 4 kn ki +k2+---+kn

Por hipétese

Demonstracao

Agora, prosseguiremos por demonstracdo direta.

() G) = (505

_ ((k—j)+(i—k)+j) _ ((k—j)+(z‘—k)+y‘) ((k—j)+(i—k)> _
k—j,i—k,j (k—3)+ (@ —k) k—Jj
Expresso 001;1; multinémio Novamente expr;gso como binémio

()G =(0)6) e

Agora, ndo sei demonstrar a soma.




