Derivadas direcionais e o vetor gradiente

Derivadas direcionais

A derivada direcionada de f em (g, Yo ) na diregéo do vetor unitério u = (a, b) é

3 L +ha7 +hb - L0,
Duf(wo,yo)zllgr(l) f(@o Yo . ) — f (@0, %0)

Onde x = xg + haey = yo + hb.

A seguinte imagem ilustra a representacdo espacial da equacao:

Pixy, Yo. 2y)

Podemos reescrever este limite em termos das derivadas parciais de & e ¥y e, pela Regra da Cadeia, das

derivadas de e y com relacdo a h:

_Ofdz _8f dy

Ainda, se o vetor unitario u[*1] faz um angulo @ com o eixo & positivo (como na figura anterior), entdo

podemos escrever U = <COS 0, sin 9> e a férmula do Teorema anterior fica

Dy f(z,y) = fz(x,y) cos O + f,(x,y)sinb



Vetor gradiente

Outra maneira de se escrever a fungdo anterior é como o produto escalar de dois vetores:

Dy f(z,y) = fo(z,y)a+ fy(z,y)b = (f2(z,9), fy(z,v)) - (a,b) =

<fx(m7 y)7 fy(ma y)> "u

Onde u é o vetor unitario, ou versor. O primeiro vetor deste produto escalar ocorre em diversas situacoes
e por isso recebe o nome especial de vetor gradiente de f. Este pode ser denotado por:

Vf(w’y) - <fw(w7y)7.fy($,y)> = —14+ —
Ou seja,

Duf(w7y) - Vf(w7y) ‘u

Maximizando a Derivada Direcional

Suponha f uma fungio diferenciavel de duas ou trés variéveis. O valor méximo da derivada direcional

D,f (V) é ‘Vf(v) ] O que ocorre quando o vetor unitario W tem a mesma direcdao do vetor gradiente

Vf(v).

A variagdo de diregdo entre dois vetores pode ser dada pelo cosseno de um dado angulo 6. Assim, o valor
maximo de cos 6 é 1 quando 6 = 0.

Dy, =Vf-u=|Vf|lulcosd = |Vf|cosb

Planos Tangente as Superficies de Nivel

Tal qual visto anteriormente, o plano tangente a uma superficie .S descrita por f(:I:, y) em um ponto P é
descrito pela formula da sua diferenciacao total:

0z dw+%dy

f,(x,y):fx(w7y) dx+fy(33,y) dy: % 8y

Podemos reescrever essa equagao em termos de produto notavel:

fl(a:ay) - fm(xay) dzr + fy(xay) dy = <fm7.fy> : <dx7dy> = Vf -r

Onde r’ é a reta tangente a superficie e portanto paralela ao plano tangente. Tal qual ilustra a seguinte
representacao:



VF (x4, ¥ Z0)

plano tangente

O que esta equacado nos diz, portanto, é que o vetor gradiente é perpendicular ao vetor tangente para
qualquer curva C' em S que passe em P(xq, Yo ).

Nao entendi o resto

1. Para encontrar o vetor unitario U, ou versor, de um dado vetor Vv, aplique a férmula: 1 = |%



