Resolucao da Lista 1 da disciplina "Matrizes, Vetores e
Geometria Analitica"

Exercicio 1

Sejam u, vV e w vetores de um espaco vetorial qualquer. Mostre que se ¥ + ¥V = u + W, entdo Vv = W.

Resolucao
Sao propriedades da adicao em espacos vetoriais:

1. Existe um elemento neutro, aqui indicado por e, que ndo altera o resultado de uma adicdo ao ser
acrescentado nesta.

deeV]jute=u YueV
2. Para todo elemento u existe um oposto (—u) tal que:
d(—uw)eV]u+(—u)=e YueV
Assim o sendo,

utv=u+w — utv+e=utw —= ut+v+tu+(—u)=utw
— ut(—u)+v=u+(—u)+w = e+v=et+w — v=wlll

Exercicio 2

Mostre que, para todo espago vetorial V', o vetor nulo € é tinico.

Resolucao

Vamos admitir, por absurdo, que existe um elemento g 75 € que, sendo um elemento nulo, satisfaz a
propriedade de nao alterar o resultado de uma adicao.

dgeV,g#e|lu+g=u YuecV
Assim,

ut+te=u+g — ut+et+te=u+g

— utu+(—u)+e=u+g

— u+(—u)+e=u+(-u)+g = et+e=e+g
— e=g


https://edisciplinas.usp.br/mod/resource/view.php?id=3889801

Chegamos a uma contradicdo. Logo, pela definicdo de elemento nulo, sé é possivel a existéncia de um
elemento deste tipo. Hl

Exercicio 3

Para cada vetor u de um espaco vetorial V existe um tnico vetor (—u) oposto de u.

Resolucao

Novamente, procederemos por absurdo ao afirmar que existe um elemento g 75 (—u) tal que satisfaz a

condicdo de oposto de u:
dgeV|iut+g=e YueV
Lembrando que adi¢Oes entre vetores possuem a propriedade de serem associativas:
u+(v+w)=(u+v)+w Yu,v,weV
Logo,
—u=-u+e=-u+(ut+g)=(—u+tu)+g=e+g=g

Chegamos a uma contradicao. Logo, pela definicdo de oposto, para cada u existe apenas um unico

elemento oposto —u. Il

Exercicio 4
SejaV =R2 seu = (z1,23) € Vev = (y1,y2) € V,entdo V', com as operagdes de adigio:
u+v= (1 +y1, T2+ Yy2)
e multiplicacdo por escalar
au = (o’zy, a’y)

é um espaco vetorial sobre R?

Exercicio 5
SejaV =R2% seu = (z1,22) € Vev = (yl,y2) € V ,entdo V , com as operagdes de adigo:
u+v=(z1+yl,z2 + y2)

e multiplicacdo por escalar



au = (—azxl, —ax2)

é um espaco vetorial sobre R?

Resolucao (exercicios 4 e 5)

o R? pode ser visto como um espaco vetorial sobre IR quando definidas a adicdo e multiplicacdo por um
numero real.

Verificacdao dos axiomas relativos a adi¢ao:

Comutagao: ((xz, y1) + (x2,¥2)) + (X3, ¥3) = (x3 + X2, ¥1 + y2) + (X3, ¥3) = ((x1 + x2) + X3, (1 *+ Y¥2)
+y3) =X+ (Xo+x3),y1 + (V2 ty3)) = (X1, Y1) + (X2 + X3, y2 + y3) = (X1, Y1) + (X2, y2) + (X3,
y3))

Associagao: (x;, y1) + (X2, ¥2) = (x1 + X2, ¥1 T y2) = (X2 + X1, y2 + y1) = (X2, ¥2) + (X1, Y1)

Elemento nulo: no caso, (0, 0)

Oposto: Para cadaw = (x, y) € R°, -w = (x, -y)

Verificacdao dos axiomas relativos a multiplicacao:
e (ab)(x,y) = ((ab)x, (ab)y) = (a(bx), a(by)) = a(bx, by) = a(b(x.y))
e (a+Db)(x,y)=((a+Db)x, (a+b)y)=(ax + bx,ay + by) = (ax, ay) + (bx, by) = a(x,y) + b(x, y)

o a((xg,y1) + (x2,¥2)) = a(xg + X2, ¥y1 +y2) = (a(x; + x2), a(y; +y2)) = (ax; + axy, ay; + ay,) = (axy,
ay;) + (axp, ays) = a(xy, y1) + a(xp, yo)

o I(xy) =(1x,1y) = (x,¥)
Em ambos os casos (exercicios 4 e 5) a soma corresponde com aquilo que aqui foi exposto, mas a
multiplicacdo diverge: au = a?
ae = —ae. i

U e U = —OU SO seriam possiveis se v = 0, e assim cve = a’ee

Exercicio 6

Seja V' = R3. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sdo subespacos de V.

Resolucao
Um conjunto W é subespaco se, e somente se,
« W40

o E possivel a adi¢do: (u,v) E W —u+veW



o E possivel a multiplicacdo escalar: (a, u), acRueWr—auecW
Venhamos a conferir estas propriedades em cada caso:
W=A{(z,y,2) eV:iz+y+2z=0}

r+y+2=0 = z=—(x+y) Entdo,seu = (a,b,—(a+b))ev = (c,d,—(c+
d)):

Adicao:u+v=(a,b,-(a+b)) +(c,d,-(c+d)=(a+c,a+d, -((a+c)+(a+d));
Multiplicacao: au = (aa, ab, - (aa + ab)).
W ={(z,y,2) e V:iz>y >z}
Adigao: u+ v = (xg,y1,21) + (X2, ¥2,22) = (X1 + X2, ¥1 T Y2, 21 + 2p),0onde x; + Xy 2y; + Yy 221 + Zp;
Multiplicacao: ax; > ay; > az; para o > 0, mas ax; < ay; < az; para o < 0.
W ={(z,y,2) € V:xz—32=0}
Adigao: u + v = (321, y1, 21) + (322, 2, 22) = (3(21 + 22), (V1 *+ y2), 21 + 20)
Multiplicacao: ou = (30z¢, ayq, 0zq)
W ={(z,y,2) e V:z € Z}
Adigao: u+v=27Z+ 7 +— 7
Multiplicacdo: cu =R X Z — R
W ={(z,y,2) € V:2*> + 9> + 22 <1}
2?4+ +22<1 = a:z:l:\/l—yTzz.
Soma: u + v = (:l: 1—y?— z%,yl,zl) + (:I: 1—y2— z%,yg,zz)

(VT -F VTt +2)

Assim o sendo, W ndo é espaco vetorial pois:

j:\/l—y%—zfj: 1—y2— 22 # 41— (y1 +12)? — (21 + 22)?

W ={(z,y,2) € V:2z >0}

Uma multiplicacio ax — R, € R,z € R



W= {(CIZ,y,Z) cVixy= 0}
Sim, ta valendo. Ex.: Bases Canonias
W ={(z,y,2) €V : z = 2%}

Adicdo: u + v = (z;/2N Yy, 27) + (22N yo, Zy) = (21" 2N+ 2/ 2N Y1 + ¥o, 27 + Zp). Como 2/ 2N + 2,/ 2N #

(21 + 25)?, W nio é subespaco vetorial.

Exercicio 7

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e W7, W5 subespagos de V' . Mostre que W7 U W5 é um
subespaco de V' se, e somente se, W7 C Wy ou Wy C W7.

Resolucao

Procederemos nesta demonstracio com uma prova por absurdo. Consideremos que existe W7 U W tal
que W1 € Wy e Wy & Wj. Logo, existem dados elementos u e v tais que

uEWl, quQ u € W7 UWs
v e Wy, ’U¢W1 ve W, UW,

Sendo W7 U W5 espaco vetorial, a soma dos vetores ¥ e U necessita também estar contida neste. Ainda,
por ser uma unido, esta necessita estar presente em 1 ou Ws. Consideremos que © + v esta presente
em W7 . Assim o sendo, a seguinte soma é possivel:

(u+v)+ (—u)

Pois por hipétese W7 é espaco vetorial, e o oposto do vetor 4 também necessita estar contido neste pois é

produto da multiplicacdo de u pelo escalar —1. Assim sendo,
(u+v)+(—u)=(uv+(—u)+v=e+v="1

Chegamos a um absurdo. Pois assumimos que v ndo estava contido em W/ . E de maneira analoga,
chegariamos ao mesmo absurdo com relacdo a « em Wy. Assim sendo, W7 C Wy e Wy C W;. Mas
seria W7 U Wy subvetor de V'? Vejamos:

WiCWy — Wi UWy =Wy . Wy CV — (W1UW2)CV
WoCW;, — Wi UWe =W . Wi CV — (W1UW2)CV

Fica demonstrado também que W1 U Wy C V I



