Atividade 4

Resolucdo dos exercicios obrigatérios, feita por Guilherme de Abreu Barreto!.

Capitulo 7.8

Exercicio 53

Use o Teorema da Comparagao para determinar se a integral é convergente ou divergente.
1 sec2 Wi
—— dx
0 ZB\/E
Resolucao

A integral acima é improépria e tende ao infinito para x = 0, logo, equivale a

) lsec? 2
lim

—— dx
t—0t f, xz/T
Podemos atestar que a seguinte declaracao é verdadeira:

lsec? z L |
lim dr > lim

t-0t J, x\/z t-0t J, x\/T

Uma secante sempre tem valores, menores ou iguais a -1 ou maiores ou iguais a +1. Uma secante elevada
ao quadrado, entretanto, tem valor sempre maior ou igual a 1. Logo, se a expressao a direita da
desigualdade divergir, a expressdo a esquerda, de maior valor, também divergira. Isso segundo o Teorema
da Comparacdo. Logo,

dx

1
1
lim z = lim diverge)

—d 2|
t-0t J, xv/T t—0* E’t(

. 2
Logo, dado o Teorema da Comparagdo, lim; .o f 1; % dz também diverge. ll

Exercicio 65

Encontre a velocidade de escape v que é necessaria para lancar um foguete de massa 1 para fora do
campo gravitacional de um planeta com massa M e raio R. Use a Lei da Gravitagdo de Newton e o fato

de que a energia cinética inicial de %mv% supre o trabalho necessario.

Resolucao



Admitindo que o langamento se da na superficie do planeta 8(0) = R, para escapar da atragdo
gravitacional, o foguete necessita produzir uma forca F' no minimo equivalente, mas de sentido oposto, a

forca de atracdo gravitacional F, g

G M
[s(t)]?

Para encontrar o valor destas fungdes com relagdo a v(t), multiplicaremos ambos membros por v(t) e

F=-F, = ma(t) = —

realizaremos a integracdo. Lembrando que 3'(t) = v(t) e

s"(t) ='(t) = a(t):
_ v(t)
/a(t)v(t) dt = GM/ (1) dt

Realizando operagées de substituicdo onde v = v(t), dv = a(t) dt,e w = s(t), dw = v(t) dt,
tem-se:

/v dv = —GM/w_2 dw — [U(;)P +C1 = % +C = [v(;)]2 = f(]g -+

Onde C' é a diferenca (Cy — () entre as constantes de integracdo. Ora, mas o que seriam estas

constantes de integracdo? Estas sdo os valores que suas respectivas fun¢ées assumem inicialmente, para

t=20:

C_@@P GM _vi GM
2 s(0) 2 R

Atente para o sinal, congruente com a orientacdo das forcas. Também note que encontramos a variavel
cujo valor buscamos aferir.

PO GM o GM

2 s 2 R

: N < o t))?
Analizando a equagdo acima, temos que para o foguete escapar da atracdo da forga gravitacional, ®F

2
necessita ser maior ou igual a zero. Por outro lado% € sempre maior que zero, mas tende a zero em

W GM
2 R

fu_g_GM>0:> _ |2GM
2 R - W=VTR

funcdo do tempo. Logo, recai sobre também ser maior ou igual a zero para que a condigao de

escape seja satisfeita. Logo:
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Exercicio 31

Calcule a integral e interprete-a como a area de uma regido. Esboce a regido.

2
/ | sinz — cos 2z| dz
0

Resolucao

O resultado desta integral, por se tratar de uma fungcdo modular, serd equivalente a soma dos modulos das
areas descritas pela funcao quando esta tem valores positivos e negativos. Notamos que esta possui valor
negativo em seu inicio:

sin0 —cos0 = —1
Positivo ao seu final:

sin% + cosm =2

E nulo em:
sinz —cos2xr =0 = sinx = cos22x — sinw:sin(g—2w)
— =452 = T=

Logo,

s

T iy iy
2 6 2
/ |sinw—c052x|dx:—/ sina:—cos2:1:da:—|—/ sinz — cos2x dx =
0 0

6

s s s s
& 5 5 5
/ cos2w—sinwd:c—i—/ sinm—cos2wd:1::/ sinacd:c—/ sinz dx +
0 0
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/ cos2a:da:—/ ):
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cos2x dx = cosm} — COS T
———

0 0

o
=

u=2x, du=2dx

Esse resultado pode ser expresso graficamente como:



15
1
05
/ a=16
0 05 1 15

Exercicio 45

E mostrada a secdo transversal da asa de um avido. As medidas em centimetros da espessura da asa, em
intervalos de 20 centimetros, sdo 5.8, 20.3, 26.7, 29.0, 27.6, 27.3, 23.8, 20.5, 15.1, 8.7, e 2.8. Utilize a
Regra do Ponto Médio para estimar a area da seccao transversal da asa.

|« 200 cm

L

Resolucao

200 10

(z) dz ~ ) xilT—'_wiA:c = 20(13,05 + 23,5 4 27,85 + 28,3 + 27,45 +
0 i=1

25,55+ 22,15+ 17,8 + 11,9+ 5,75) = 4 066 cm? W
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Exercicio 17

Em uma certa cidade a temperatura (em °C) ¢ horas depois das 9 h foi aproximada pela fungao

tm
T(t) =2 in | —
(t) O—|—6sm<12>

Calcule a temperatura média durante o periodo entre Sh e 21 h.

Resolucao
12
T— [ 2046sin( ") at — 12T —20-12+
12 -0 J, 12
12
t — A2 i 6
6/ sin | =) dt — 12T =20-22+6-— - —cosu| =20+ —(—cosm+
0 12 U 0 s
u=1z, duzll—”édto
cos0) =20+ — ‘CH
T

Exercicio 21

No Exemplo 1 na Secdo 3.8, modelamos a populacdo mundial na segunda metade do século 20 pela
equagio P (t) = 2560e%917185 Use essa equacgao para estimar a populacdo mundial média durante
esse periodo de tempo.

Resolucao
3437
c=0,017185 = - TE
— 2560 [
P=— edt } u=bt = du= cdu
50 J,
— 256 |50 4.10%-256 4-10* - 256
P="Der| =2 TV 1)~ o T2 (e 1) ~ 4167, 08 mi ~
5¢ o 3437 3437
4bi W
Capitulo 8.3

Exercicio 27

Esboce a regido delimitada pelas curvas e visualmente estime a localizacdao do centroide. Em seguida,
calcule as coordenadas exatas do centroide.



Resolucao

A localizagdo do centroide de uma area plana é dado pelo ponto (f, @) onde:

__h LTS8 Js I

[f (=
Jy £( 2 [y f(z)

Logo,
1 1
_fowemdw_memo_fo emdm— 1
foemdw e—1 e—1

28
26 /
2.4
2.2
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16
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Graéfico da fungdo com centroide calculado (ponto A, mais acima) e estimado (ponto B, mais
abaixo)

Exercicio 41

Encontre o centroide da regido mostrada, nao por integracdo, mas por localizacdo dos centroides dos
retangulos e triangulos e usando a aditividade dos momentos.



41. VA

Resolucao

O contorno da regido é simétrico com relagdo ao eixo ¥, logo, T = 0. Agora, o centroide do tridngulo
encontra-se no encontro de suas medianas (h / 3=2 / 3) e aquele do retdngulo encontra-se em seu centro

(h / 2=-—1 / 2). O centroide da regido no encontrard-se no ponto médio entre estes pontos:
2 1|2 1 1

—_ 4 1| (1 _m

Y7372 [3 ( 2 )] 12
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Exercicio 9

Mostre que a mediana do tempo de espera para uma chamada para a companhia descrita no Exemplo 4 é
de cerca de 3,5 minutos.

Resolucao
e —£
f(t)dt = - = lim dd — lim -.-5.¢€" = - =
m T—00 5 T—00 ~m 2
u:—é;duz—%
1 1 1
lim <—m—7{) —2 — e =2 — Dlpe—In2 — m=5m2~
T—00 \ €5 €5
3,50

Exercicio 19



O atomo de hidrogénio é composto por um préton no nuicleo e um elétron, que se move ao redor do
ntcleo. Na teoria quantica de estrutura atdmica supde-se que o elétron ndo se mova em uma 6rbita bem
definida. Ao contréario, ele ocupa um estado conhecido como orbital, que pode ser pensado como uma
“nuvem” de carga negativa rodeando o nucleo. No estado de energia mais baixa, chamado estado
fundamental, ou orbital 1s, é suposto que o formato do orbital seja uma esfera com centro no niicleo. Essa
esfera é descrita em termos da funcdo densidade de probabilidade

4 2__7'
p(r)—a—gre w,r>0

onde ag é o raio de Bohr (ag ~ 559 - 10713m). A integral

" 4 2s
P(r) :/ —s’e % ds
0

a4
da a probabilidade de o elétron ser encontrado dentro da esfera de raio r metros centrada no nucleo.

Resolucao

a) Verifique se p(r) é uma funcao densidade de probabilidade.

A funcao p(r) é uma funcdo densidade de probabilidade se, e somente se, lim,_, o, for p(s) ds = 1.

2r

r 4 2 —
. % 2 . ag 1 [
lim —e ds = lim — - — we du =
r—oo Jo  ag r—00 2 oy 0
——
__ 2s __2ds
u = %, du—;
—2r —2r
. ao %o
lim — u’et —2 ue' du | =
r—00 0 0

| = DN| =

o o —or
lim —= |u?e®| ™ —2(wue*| ™ —e¥| ™ =10
r—oo 2 0 0 0

b) Encontre lim,._, o, p(?“). Para que valor de 7 a funcdo p(?‘) tem seu valor maximo?

42 4 . r? 4 2r 4 ar 4 a

lim = — lim — = < lim —— = — lim — = — lim —— =

7—00 ageT ap o g agy 00 627:2 ag r—o e a r_moe%-z
a

4

—0=0M1

G

Para encontrar o valor maximo da funcao, iremos deriva-la para encontrar os pontos de valor maximo e
minimo:



2r
4 2r 2 2€
p(r) = = — = u =2n; v = et Ine— = 2€
ao ea a ao
N
v
2 9 262_2
ew - 2r—|r
4 a 8r(ag — )
p’(’l‘) = —- = = =
agp (e )2 aeo

Assim, a funcgdo tem valor maximo ou minimo quando a sua derivada tem valor igual a 0. Verificamos
que isso ocorre quando 7“(7‘ — ao) = 0, o que implica 7 = 0 ou 7 = a. Substituindo estes valores da

. . . . 4
fungdo inicial obtemos respectivamente o minimo (0) e o max1mo(w). H

¢) Desenhe a fungao densidade

Desenho fora de escala, feito do ponto 0 em diante.

d) Calcule a probabilidade de o elétron estar dentro da esfera de raio 4a centrada no niicleo.
4a 4 2 —2r —2r
S 2s 1 ap ao
P(4a) = / —e ads=—— u?e" — 2 [ ue" =
0 2 0 0
1

]
41
-5 (64 —64 —2(—8e ® —e®+1)] =33 5 ~0,98 1

—2r

ap _eu
0

e) Calcule a distancia média do elétron e do nticleo no estado fundamental do atomo de hidrogénio.



T 2r

7—00 r—00

ap
y) v=2u, dv=2du

VT
uz—al, —a,du=ds

° 2r 2r 2r 2r
. ap Ty Ty T ay Ty
lim — [ v3e? — 3 v%e” — 2| ve' — e’ =
r—oo 4 0 0 0 0

. 273 . 3r? ; r 3ayg 3ag
—lim —5- — — + lim —- + = |
r—0Q — o r—00 ei E r—00 eia 2 2

Aplicando L’Hopital, igualam-se a 0
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r 3 —r _2r
lim 4 2 e wds = lim 4a0/ wedy = lim @/ vieVdv =
0 0 — 4 Jy



