Resolucao da Lista 2 da disciplina de Matematica
Discreta

Feita por Guilherme de Abreu Barreto!
Estratégias de demonstracao

Exercicio 1
Proposicao

Sejam 1 e k dois nimeros naturais onde 72 > k. Se tentarmos distribuir 72 objetos em k urnas (P),

entdo pelo menos uma das urnas conterd mais de um objeto (()). P — Q.
Contrapositiva

Sejam 7 e k dois nimeros naturais onde 72 > k. Pelo menos uma urna restara vazia (—() se tentarmos
distribuir K objetos em 1 urnas (—P). -() — —P.

Exercicio 2

Consideremos /N um niimero de 1 digitos {al, A,y ..., an} cujasomaa; +as + -+ a, =
2?21 a; = k. Sabemos que o critério de divisibilidade de N por9é N|9 <= N = 9q,
VN,n,a,k,q € N. Podemos descrever [N da seguinte maneira:

N=a;-10" " +ay,-10"2+... 4 q,-10"" = Zail()"_i
=1

Por vez, 10" pode ser escrito da seguinte forma:

n—1
10" =99...9(n-1vezes) +1=) 9-10° +1

i=1
———
=9q

Logo, para cada digito de N teremos:
N =ai[(10" 1 — 1) + 1]+ ap((10™ 2 = 1) + 1] + - -+ a, [(10" " — 1) + 1] =

Zai(9q+ 1) =k9q + k

1=1

Finalmente, 9kq|9 e, se k|9 o for, entdo também é N |9. H
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Exercicio 3
Prova direta

Se um ntimero 12 é par, ou seja, n? = 2k para algum k € R, n também é par.

5
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Prova por contrapositiva

Retomemos o enunciado:
Se n? é par (P), entdo n é par (Q, P = Q).
A contrapositiva disso seria:
Se n é impar (—Q), n? é impar (~P, -Q = —P).
Se 1 é impar, ou seja, n = 2k + 1 para qualquer k£ € R, n? também é impar.

n=n-n=2k+1)2k+1)=4k>+2k+2k+1=2(2k*+2k) +1 =2k, + 11
——
ka

A primeira demonstracdo é mais objetiva: foram menores os nimeros de passos requeridos. Mas em
termos de compreensibilidade a alternativa possui seu valor.

Exercicio 4

Um niimero primo inteiro, p € 7Z é aquele que tem somente quatro divisores distintos, =1 e £=p. Ja um
nimero primo natural, p € N tem unicamente dois divisores naturais distintos: 0 nimero um e ele
mesmo. Por estarmos tratando aqui de valores para P tais que p > 3, estamos tratando de niimeros

primos naturais. Seria a férmula 3k £+ 1, k € N, capaz de representa-los?

e Todo niimero p > 2 é impar, doutra forma seria divisivel por dois e ndo primo. Se segue que todo
nlimero p impar maior que 3 nao € divisivel por 3.

e Muiltiplos de trés sdo ora impar, ora par:
o 3(2k) = 2(3k) = 0(mod 2), par;
0o 3(2k+1)=6n+3=6k+2+1=2(3k+1)+1=0(mod2) =+ 1, impar.

Assim, proponho que esta formula seja capaz de representar todos os niimeros naturais impares 72; nao

multiplos de 3 para todo valor 2k.



n; =2k+1=0(mod2)+1
3(2k) +1 = 2(3k) £ 1 = O(mod 2) + 1
son;=302k)+1 0

Exercicio 5

Sempre que qualquer um dos lados de uma inequagao sofre uma multiplicacdo por um valor menor que 0,
o sinal de desigualdade assume sua forma dual, de tal sorte que —2 < 1 ao ser elevado ao quadrado fica:

(—2)(-2)>1-1 = 4>1M
0
<

Exercicio 6

a. Conforme exposto anteriormente, qualquer nimero impar pode ser representado pela forma 2k +
1 = 0(mod 2) =+ 1, utilizaremo-nos aqui da forma n = 2k + 1:

n?+4n=(2k+1)2+4(2k+1)=4k> + 4k +1+ 8k +4 =
2(2k? + 2k + 2) +1 = 0(mod 2) + 1; é impar. &

b. A contrapositiva dessa afirmacao é: se 7 é racional entdao r? é racional. Por definicdo um nimero
racional é aquele que pode ser representado na forma

n

—d,neZ,deZ*
Entdo,
SN 2_——n2———n2 €Z,dy €71
r r n
d 2 dy 2

c. Falso. Por exemplo, para n = 2 este ndo é o caso:
2> <5 = 32<25=F
Enquanto paran = 1 é:
1° < 5!
Entdio seria correto dizer que (In € N)(n® < 5").
d. Na matematica, considera-se triviais solu¢des ou exemplos ridiculamente simples e de pouco interesse.
Muitas vezes, as solucdes ou exemplos triviais que envolvem o nimero 0 sdo considerados triviais. Este

ndo € o caso com a desigualdade de Bernoulli, que tem implicacdes importantes para a analise
combinatoria necessita ser demonstrada por inducdo finita. Isto é, admite-se 0 enquanto base de inducao,



mas entdao procede-se a demonstrar que tal hipotese vale para qualquer niumero natural 7. Tal
demonstracdo se da da seguinte maneira:

1.(1+7)" > 1+nrévalidoparan = 0: (1+7)° =1;1> 1+ 0r.
2. Agora, veremos se isso é valido para n + 1:

l1+r)">14+nr = 14+r)A+7r)">Q+7r)(1+nr) =
(1+r)"+121+nr+r+gl7ﬁ

>0
Repare que em (1 + 7)™ > 1 + nr + r + nr?, nr? é sempre maior ou igual 4 0, entio
1+r)""1>14+nr+r = 1+r)"1>14+r(n+1) N

Fica demonstrado que tal igualdade é vélida para qualquer n € N.

Exercicio 7

a. Considerando a progressio aritmética 1, . . ., 1, a soma de todos os termos desta progressio (S,,)pode
ser escrita das seguintes formas:

Sp=1+---4n
Sp=n+-+1

Somando estas formulagdes membro a membro, obtemos:
28, =(1+n)+2+n—-1)+---+((n—1)+2)+(n+1)
Nesta formulagdo, notemos que

e Todos os pares entre parénteses tém o mesmo valor, por serem simétricos em relagao as
extremidades da progressao;

e existem n pares.

Logo,
n(n+1
Consideremos agora a soma dos cubos 13, ceey n3.0 produto notavel cubo da soma pode ser descrito da

seguinte forma:
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b

Entdo, enquanto k> = k> para qualquer nimero k € Z, temos que



(k+1)° =k + 3k + 3k + 1
Entdo, 12 + - - - + n?® equivale a

(=1

27 =13 +3(1)2+3(1) + 1
F=2"143(2)2+3(2)+1
LA =3"+3(3)>+3(3) +1

=17 +3n-1>%+3(n—-1)+1
((n+1)3 =»*+3n2+3n+1
— (n+1)°=1°+35,:2+3S,+ (n+1)

Onde S,,2 é o valor da soma dos quadrados de 1, . . ., 72, ou seja, o valor que buscamos. Resolvendo essa
equacao, temos:

1
(n+1)3=1+38, —I—Sn(n——l_)—l—(n—l—l)

— 65, =2(n+1)*-3n(n+1)—2(n+1)
=(n+1)[2(n+1)*—3n—2]
=(n+1)2(n*+2n+1) - 3n— 2]
=(n+1)2n*+4n+2 - 3n—2)
=n(n+1)(2n + 1)
n(n+1)(2n +1)

— Sn2: H

b.
1. A hip6tese se conforma na base de induco: 13 = 12.

2. Se assumirmos que

dUE]|

13 4+ ... 3
+--4n { 5

é verdadeiro, entao

(n+1)(n+2)r

13_|_..._|_(n_|_1)3:|: 5

também o é.

3. Testemos esta hipdtese de inducao:



P4 +n+ (n+1)° = [M]2+(n+1)3:(n+1)2 (%2—|—n—|—1)

_ (n+ 1)’ +4n+4)  (n+1)>(n+2)° [(n+1)(n—|—2)]2 =
4 4 2

e Base de indugdo (n = 2):

a as ai(l4+a1+a2) +ap

+
l+a; (1+a)(l+ar+a) (14a1)(l+a+as)

a1 + a% + ajas + as - G1M+ GQM a1 + as

(I+a)(l+a+a) (A+a)(l+a+a)  1+a +a

e Hipotese de inducdo: se

a;+---+ay ai a,

= e
l1+a;+...a, 14+a l1+a1+--+a,1)1+a+---+ay)

para todo n € N, entdo

ap+--+ap W L Ant1
l+ar+...ap1 1+a4 14a,+---+a,)l+a1+-+ap1)

e Passo de inducdo:

ai TR An+1 B
1+ay (14+a+---+a,)(1+a+--+ap1)

aip + -+ ap Apy1
_|_
\1+a1—|—...anj 14+a1+---+a,)(I+ar+--+ap1)

~
Por hipétese

Prosseguimos com a substituicdo de variaveis a; + -+ - + a, = A:

A + an41 _A(1+A+a'n+1)+an+1
1+A (1+A4)Q0+A+an) (A+A)A+A+an)

A+ A+ Ay Fan | AQAA Fang AHA]  art+ann B
(1+A)(1+A+a,1) (A4+A)1+A+an) 1+a+...an1

Exercicio 8

a. Trés é um nimero impar e, portanto, pode ser escrito na forma (2k + 1). Logo,



(k+1)" —1=(2"k" + 2" k" . 2k 4+ 1) — 1
=2(2" k" + 2" 2" .- 4+ k) = 0(mod 2)

Ou seja, um ntimero par. [l

b. Se n é par, entdo

B _ 9N — 52k: . 22k — (5k . 2k)(5k + 2k)
— (5 . 2)(5k—1 + 5k—2 .9 R 5 - 2k—2 + 2k—1)(5k + zk)
=3(5" 1 +552.24... 4 5.282 4 ok-1)(5F 4 2F) = ((mod 3)

Sendo,

52k‘+1 o 22k+1 — (5 o 2)(52k‘ + 52k—1 Q4. 1 5. 22k‘71 + 22k) —
3(5% 4 5%-1.2 4 ... 4+ 5.2 1 2F) = O(mod 3) W

c. 2" + 3" é miltiplo de 5 quando n = 2k + 1 (ida):

22k‘+1 _ 32k+1 — (2 4 3)(22k‘ + 22k—1 34+ ...192. 32k‘*1 T 3k) —
5(2%F +22%71.3+...42.3%"1 4 3%) = 0(mod 5)

o niimero 5, ao ser multiplicado, nde produz um niimero da forma 2" + 3", quando n = 2k (volta):
e Toda poténcia de 5 tem como ultimo algarismo 5, pois o resultado da multiplicacao de 5 por 5 é 25.

o Toda poténcia 22% = 4 4 x 4 = 16;16 x 4 = 24;24 x 4 = 96, e assim por diante. Ou
seja, ora se produz final 6, ora se produz final 4.

e Toda poténcia 3%% = 9%, 9 x 9 = 81;81 x 9 = 729; 729 x 9 = 6561, e assim por diante.

Ou seja, ora se produz final 1, ora se produz final 9.

Como 1 + 6 = 7 produz final 7 e 9 + 4 = 13 produz final 3, ndo é possivel que o niimero resultante desta
soma seja multiplo de 5. Hl

d.
* Base da indugdo (k = 1):

0% + 1% + 23 = 9 = 0(mod 9);
e Hipoétese de inducao: Se

(k=123 +k +(k+1° =k -3k +3k -V + k> + k> + 3k + 3k — [
= 3k3 + 6k = 0(mod 9)para qualquer k& € N, entdo também

3(k + 1) +6(k + 1) = 0(mod 9)

e Passo de indugdo:



B4+ k+1)P2+(k+2)° =k +k +3k>+3k+1+k%+6k*+ 12k + 8
= 3k® + 9k% + 9k + 3 + 6k + 6 = 3(k® + 3k? + 3k + 1) + 6k + 6
=3(k+1)*+6(k+1)=0(mod9)M

Logo, conclui-se que a soma de trés cubos consecutivos de fato produz um ntimero divisivel por 9.

Exercicio 9
e Base da indugdo (n = 1):

(cosf + isinf)! = cosf + isinf
« Hipétese de inducdo: se

(cos @ + isinB)™ = cos(nf) + isin(nf)

para todo 12 > 1, entdo também

(cos 8 + isin0)"™ = cos[(n + 1)6] + isin[(n + 1)6]
e Passo de induciio:

(cos @ + isin0)" = (cos @ + isin )" (cos O + isin 6)
= [cos(nB) + isin(nh)](cos @ + isin H)

A\ >
~~

Por hipétese
= cos(nf) cos @ — sin(nf) sin 6 + i[cos(nf) sin(f) + sin(nd) cos 0]
= cos[(n + 1)8] 4 i sin[(n + 1)6]

Por identidade trigonométrica
Fazendo uso da identidade de Euler
e Base da indugdo (n = 1):
el = cosf +isinf
e Hipétese de indugao: se
e = cos(n@) + isin(nb)
para todo 2 > 1, entdo também
et — cos[(n + 1)6] + isin[(n + 1)6]
¢ Passo de inducdo:

en )0 — enifeli® — (cos@ + isin )" (cos @ + isin 6)



= [cos(nf) + isin(nd)](cos @ + isin )

Por hipétese
= cos(nf) cos @ — sin(nh) sin  + i[cos(nh) sin(f) + sin(nd) cos b
= cos[(n 4+ 1)8] + isin[(n + 1)6| A

Por identidade trigonométrica

Exercicio 10
e Base da indugdo (n = 1)

d\!
Hi(z) =e" <—%> e’ =ev 2zxe’" =2z

e Hipdtese de indugao: se

H,(x) = e (_di:;:) e @

para todo 7 > 1, entdo também

\ d n+1 \
Hpi(z) =€" (—%) e’

« Passo de inducio:
H,(z) = e (—d%)n e — (d%)n e = (—=1)"H,(z)e ®
(i) e = (1| (@) 7 4 o200

-~

Aplicagao da regra da cadeia

= (=1)ntle sz - %) Hn(m)] = (—1)ntler” (%)m e =H, 1(z)l

Quanto a paridade do polinémio de Hermite, vemos que ele possui grau 717, de tal sorte que, como
demonstra o grafico abaixo

Este produz uma funcdo impar quando 72 é impar e uma funcao par quando nao.

Exercicio 11
o Base de indugdo (n = 1):

f(=)] _ f(=)
fle)  f(z)




Para demonstrar a propriedade das derivadas subjacente a este calculo, vale a pena explicitar o passo
seguinte também. Considerando que

f(z) = g(x)h(z) = f'(z) = g(z)k'(z) + ¢'(z)h(z)

Entao

fi(@)fo(@)] _ BhaThr(x) | Mfl() fi(z)
Lh@h@) k@  A@EE A

e Hipotese de inducdo: se

8

2(2)
(z)

F
7,

A@).. f@]  fE@ . @
@) f@ AT @

entdo,paran > 1, n € N,

A@) . fon@)]  A@ L fin@)
f@) . fon@ A fan(e)

e Passo de indugdo: considerando g(z) = fi(x) ... fu

9@) fonr] _ gkaThnin() g (@) feerdT) _ fi(2

_ (@) | fus(e) g
9(x) fas1 anﬂ() 9(x) frort{T) fl(w

Fo(@) " fui(@)

Por hipotése

Exercicio 12

Prosseguiremos nessa demonstracao por absurdo. Assumiremos que \/5 € Q, portanto, \/5 = %, uma

fragdo irredutivel onde a, b € Z e b # 0.

Lema: Todo quadrado de um nimero inteiro ndo nulo tem 1 como resto da divisao inteira por trés se nao
for divisivel por 3.

e Todo numero inteiro quando dividido por trés produz resto 0, 1 ou 2. Considerando que este nao
produza resto 0, temos:

((3k +1)2 = 9k? + 6k + 1 = 3(3k> + 2k) + 1
—_——

X ) ) b k€L

(3k +2)2 = k> + 12k +4 = 3(3k> + 4k + 1) + 1

( ks

2
Temos que (%) = 2, 2 ndo é multiplo de 3 e portanto



2=3k+1 = 3k=1= k=3,k¢Z

O que é absurdo. Teorema: \/5 e irracional. H

Exercicio 13 2

1+v/2 (1+v2)2 34212
2 V2 — 975 — 9 []
v2 ) ? 272

irracional

Exercicio 14

a. Prova por inducao finita comum

o Base de indugdo(n = 2): 2 é primo: 2 = 2 X 1, entfio niimeros primos existem.

o Hipétese de inducdo: se um niimero 72 > 1, € N é primo ou muiltiplo de primos, 7 — 1 também

e

e.

e Sen + 1 for primo, entdo ndo resta nada a provar. Sendo, devemos concluir que existem pelo

menos dois niimeros inteiros @ e b, 1 < a < b < n tais que ab = n. Por vez estes também ou

sao primos ou multiplos de primos, e assim por diante. Assim, percorremos todos os valores de 12 a 1

e concluimos que a mesma condicéo se sustenta. ll

b. Prova por inducao forte

e Base de indugdo(n = 2): 2 é primo: 2 = 2 X 1, entdo niimeros primos existem.

e Hipotese de inducdo: todos os numeros entre 1 e n ou sao primos ou, sendo, multiplos de primos.

¢ Passo de inducdo: Se n for primo, entdo ndo resta nada a provar. Sendo, devemos concluir que

existem pelo menos dois niimeros inteiros a e b, 1 < a < b < n tais que ab = n. Pela hipétese

de inducdo, @ = p1Ps...pP,eb = qi1qs ... q,, sendo p e ¢ niimeros primos. Ora, entdo 7

também é multiplo de nimeros primos: . = P1P3 . ..P3q1q2 - - - q3 W

Exercicio 15

Exemplo de desenho feito seguindo esse método para . = 3.

Propriedade 1: Por ndo ser paralela a qualquer outra reta ou intercepta-las em um ponto comum, uma

reta em posicdo geral intercepta demais retas no plano em n pontos distintos, sendo 72 0 numero de

demais retas.

Propriedade 2: Por interceptar as 7 retas, temos 72 + 1 subdivisdes do plano em faces opostas, somadas

ao numero de faces anterior. Ou seja,



Fn_|_1 = Fn +n+1
1. Base de indugéo (n = 0):

n*+n+2

1
2

De fato, um plano sem subdivisdes tem uma tinica face.

2. Hipétese de inducgao: se o nimero de faces de um plano dividido por retas de maneira a gerar o
maior numero de subdivisoes é dado por

o n2—|—2’n—|—2

Para qualquer nimero de retas M, entao:

(n+1)2(n+1)+2
2

Fn+1 -

Passo de indugdo: Retomando a férmula dada pela propriedade 2:

2 2 2 2+ 2 +2
Fn+1:Fn+n+1:%+n—|—1:n R s e o S

2
M4+ 1)+ (n+1)+2 (n+1)+(n+1)+2
B 2 B 2

Exercicio 16
e Base de indugdo: 0P = 0(mod p);

« Hipétese de indugdo: se n? = n(mod p) para qualquer n € N entdo também (n + 1)P =
(n + 1)(mod p).

e Passo de indugdo: para concluirmos, faremos uso do seguinte lema (o qual sera por vez demonstrado
ao final desta demonstragao):

(a +b)P = ad? + b’ (mod p),Va,be Njp e P
Ou seja,
(n+ 1)? = nP 4 17(mod p) = n? + 1(mod p)
Pela hipétese de inducdo n” = n(mod p), entdo
(n+ 1)’ =n+ 1(mod p) N

Demonstracao do lema Freshman's Dream (o sonho do calouro):



Para Va,b € N, p € P, tem-se:
(a+b)P =a? + P 2Py + P T P zy? !+ yf
1 2 p—1
Isolando-se os coeficientes binomiais, tem-se que cada um deles pode ser escrito na forma:
p p! (p—1)!
)= =p7— €N
i il(p —0)! il(p —0)!
Como tanto 7 < p e (p — z) < p, e p ndo é divisivel sendo por p, cada (l; ) € um coeficiente multiplo

de p. Assim, o modulo de (a + b)p por p é tal que:

(@ + b)Y =a? + VP (mod p) A

Exercicio 17

Para analisar o tempo de processamento deste algoritmo, consideraremos a linha 1 que se repete (n — 1)
vezes. A operacdo executada nessa linha, porém, ndo é atdmica: ela toma tempo proporcional ao tamanho
da entrada que varia em cada iteragdo. Na primeira iteragio a comparagdo na linha 4 é feita (n — 1)
vezes, na segunda (n — 2), e assim por diante. Assim, o tempo de processamento em fun¢do do tamanho
7 da entrada, entdo, é:

3'
—_
zl
—_
zl
—_

~
I
—_
~
I

I
B
|
N
—
S
|
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