Atividade 10

Resolucdo dos exercicios obrigatérios, feita por Guilherme de Abreu Barreto!.

Capitulo 14.6

Exercicio 35

Seja f uma funcdo de duas variéveis que tenha derivadas parciais continuas e considere os pontos

E as derivadas direcionais de f em A em direcdo aos vetores

- D f=3,
- D =26

Determine a derivada direcional de f em A na direcéo do vetor AD.

Resolucao

Sejam e Y as duas variaveis para qual f est definida.

— —
1. Nota-se que em AB ocorre variagdo apenas em & enquanto em AC ocorre variagdo apenas em Y.
Entao,

o D_—f(1,3) = fo(1,3)a+ £ (3]0 =3 = f.(1,3)a=3;
o D f(1,3) = fol33Ja + f,(1,3)b = 26 = f,(1,3)b = 26;
2. Com isso conseguimos inferir o vetor gradiente Vf(l, 3):

V£(1,3) = f:(1,3)a+ f,(1,3)b = (f:(1,3), f,(1,3)) = (3,26)

3. Podemos aferir a derivada direcional Dﬁ f(1,3) a partir da equagéo Dy, f(1,3) =

Vf(1,3) - u, onde u é o vetor unitério com direcdo A D tal que



L — Ig Y—Y
VE =20+ (y—0)? V(x—20)2+ (y—w)>

_< 5 12 >_<5 12>
V52 +122° /52 + 122 13’13

4. Por fim, temos que

u—=

5 12 5 12 327

Exercicio 57

Mostre que todo plano que é tangente ao cone % + y2 = 22 passa pela origem.

Resolucao

Por hipétese, podemos descrever o cone enquanto uma fungio f (:B, Y, 2 ) = 22 + y2 — 22,0 cone
toca a origem quando 2 = /x2 + y?> = 0,ouseja,z =0 <= x =y = 0. Seja

P (a:o, Yo, ZO) um ponto qualquer na superficie S do cone. Utilizando a equagdo geral do plano,
podemos escrever a equacdo do plano tangente a S em P como

fz (20, Y0, 20)(x — 20) + fy(20, Y0, 20)(y — v0) + f2(x0, Y0, 20)(2 — 20) = 0

— Za(x —xo) + 2y(y —yo) — Z2(2 — 20) =0

— 22 +9y? — 2% =220+ yyo — 220

Ja estabelecemos que a expressao z? + y2 — 22 perpassa a origem quando € = y = z = 0, entdo o
outro lado da igualdade, xxy + Yy — 2Z2p, também € uma equagao que perpassa a origem e, portanto,
a equacdo do plano no total é representativa de um plano que cruza a origem. i

Capitulo 14.7

Exercicio 23

Utilize um gréfico ou curvas de nivel para estimar os valores maximos e minimos locais e pontos de sela
da funcéo f(x,y) = sinx + siny + sin(x + y), quando 0 < x < 27w e0 < y < 27. Em
seguida, use o calculo para determinar esses valores de modo preciso.



Resolucao

(o (o (»

Griéfico da fungdo f

Observa-se pelo grafico que a fungdo, no dominio descrito, possui um ponto maximo, um ponto de sela e
um ponto minimo. Vamos determina-los em seus valores e coordenadas (, 4). Iniciemos por encontrar
suas derivadas parciais:

fz = cosz + cos(x + y)

z,y) = sinz + siny + sin(zr +
f(z,y) Yy ( ) fy:cosy—i-COS(y"'y)

Num ponto critico, tem-se que f; = f, = 0, logo,

f: =0 = cosz +cos(x+y) =0 = cos(z +y) =coszx
fy =0 = cos(z +y) = cosy

LT =y



Vemos entdo que todos 0s pontos criticos encontram-se em coordenadas (w, :c), 0 que é util para
encontra-las, embora insuficiente para diferencia-las. Mudemos nossa abordagem para encontra-las
fazendo uso de uma fungéo de uma tinica variavel g(2) = 2 sin  + sin 2z. Podemos encontrar os
pontos desta derivando-a e em seguida igualando-a a zero:

g (x) =2cosx+2cos2z =0 = cosz + cos2zx =0
— cosz + cos’z —sin’xz =0 = cosz + cos’z — (1 — cos’z) = 0
— 2cos’z +cosz—1=0

Ao admitirmos 2z = COS T temos pela aplicacdao da féormula de Bhaskara:
9 1
22°+2—-1=0 = 2 23 (z4+1)=0

Tirando as raizes desta equacdo, obtemos:

(cosz = —1 — =T
™
r= —
Z = COS I X 1 3
cosT = —
2 5%
r = —
\ 3

Tais sdo os pontos criticos desta funcdo no eixo (33, x) Aplicando estes valores na equacdo original,
obtemos:

f(m,m) =sinmw + sin7 + sin 27 = 0+ 0+ 0 = 0 (ponto de cela)

T\ . T 7T \f \f 3V3 , .
f (g, 5) = 2sin 3 + sin (2 ) 2( 5 (méximo absoluto)

5 5 3v3
f Al ,‘Z \/_ \/_ i (minimo absoluto) M
3 2 2
Exercicio 31
Determine os valores méximo e minimo abselutos para f (:E, y) =xz? + y2 + w2y + 4 no conjunto

D ={(z,y):|z[ <1,|y[ <1}

Resolucao

Podemos encontrar pontos criticos de uma funcao de dois termos a partir de suas derivadas parciais
quando estas encontram-se igualadas a O:

fy=2y+2>°=0 = 2y = —2?



fe=2z+2zy=0 —= 2z—2>=0 = 2(2—22) =0
0
22 (-1<z<1)

2y=-0% = y=0

_— I =

A fungdo portanto possui ponto critico em (O, O). Pela aplicacao do Teste da Segunda Derivada podemos
inferir se este se trata de um ponto maximo ou minimo local:

Det(0,0) = £,.(0,0)f,,(0,0) — [f,(0,0)]>=(2+2-0)-2—(2-0)2 =4

Temos que Det(0,0) > Oe f,,(0,0) > 0, entdo f(0, 0) trata-se de um minimo local de valor
f (O, 0) = 4. Passemos a avaliar a presenca de maximos e minimos nas extremidades da fungdo. Dado o

dominio, esta descreve uma superficie de area quadrada cujo centro encontra-se em f (0, 0), avaliemos
cada lado deste quadrado:

e Lyzcasoemquex = le—1 <y <1,Li(y) =y*+y+5.
o Intuitivamente conseguimos saber que obteremos o valor maximo para esta extremidade quando
y=1.0useja, L1(1) =1+1+5=7T;
o o valor minimo requer que realizemos mais alguns passos, a comecar por encontrar sua
derivada (L} (y) = 2y + 1) localizar seu ponto critico (2y +1=0 — y= ——),
para entdo aferi-lo: L (—%) =1+ i — % + 5 = % =5, 75.
o Lyccasoemque —1 < x <ley = —1,Ly(z) = z2 + 1 — 22 + 4 = 5 (constante).
e Lyzcasoemquex = —le—1 <y <1, L3(y) = y* + y + 5 (andlogo a L,).
e Lycasoemque —1 <z < ley =1, Ly(z) = 22 + 5.
o Maximo:L4(1) =1+14+14+4=T;
o Minimo: Lj(z) =4z =0 — x =0.. L4y(0) = 5.

Finalmente, concluimos que os valores maximo e minimo para a funcdo dada no dominio dado sao,
respectivamente, 7 e 4. Il
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