Lista 4 - Matrizes, Vetores e Geometria Analitica

Recapitulacao

O produto interno é uma generalizacao daquilo que nas aulas de Calculo, na geometria euclidiana, se
refere por "produto escalar”. Ou seja, para um par de vetores (ﬁ, 17) onde U = <:B1, s, :E3> el =

(Y1,Y2,Ys3), entdo

U X U= T1Y1 + Ta2Ys + T3Y3 = |ﬁ’|’l7’ cos b

cl

x|

Y

Definicao

Seja V' um espaco vetorial de dimenséo finita sobre IR. Entende-se por produto interno sobre V' uma
aplicacdo que transforma cada par ordenado (u, ’U) € V' x V em que um nimero real (que
indicaremos por <’u,, ’U>) obedecendo as seguintes condi¢des (Vu, v, w € V,a € R):

u+tv,w) = (u,w) + (v, w);

O produto interno usual do R"
Seu = (:131, ce ,:cn) ev = (yl, e ,yn) sdo vetores genéricos do IR™, entdo:

L(u,v) = ((T1y---3Zn), (Y1y---,Yn))


https://edisciplinas.usp.br/mod/resource/view.php?id=3995403

:x1y1++$nyn

2. (au,v) = (ax1)y; + -+ - + (axy)yn
= a(mlyl + -+ wnyn) — a<u7 U>

3. <’U,,’U> :xlyl +"’+xnyn :ylwl +...+ynxn
= (v, u)

2 >

4.5eu # (0,...,0) entio um dos x;, a0 menos, é ndo nulo. Logo, (u,u) = 3 + -+ - + x;

0

Exercicios
1. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se a funcao <, > é um produto interno no espaco vetorial V:
a.
V =R*u=(21,91),w = (T2, 92) e (u,w) = 2x129 + 41172
<u+ U7w> - <u7w> + <v,w>
Demonstracao
Sejav = (23,Y3),

(u+v,w) =2(z1 + z3)z2 + 4(y1 + y3) Y2
= 2x123 + dy1y2 + 22123 + 4y1y3 = (w, w) + (v, w)

(au,w) = a(u,w),Va € R
Demonstracio
(au,v) = 2(azy)zs + 4(ayr )y2 = a(2z129 + 4y1y2) = alu, w)
(u, w) = (w, u)
Demonstracio
(u, w) = 22129 + 41 y2 = 2z221 + dy2tn = (W, u)
(u,u) é um niimero real maior que zero para todo vetor u 7 €.
Demonstraciio
(u,u) = 2z3 + 4y?

Se u # e, entdo pelo menos 1 # 0 ouy; # 0, logo



222 + 4y >0 M

b.

V=R u=(21,y1,21), w = (22,92, 22) e (u,w) = 122 + y19>.
(u+v,w) = (v, w) + (v, w)

Demonstracio

Sejav = (3, Y3, 23),

(u+wv,w) = (z1 +z3)T2 + (Y1 + Y3) V2
= T1T2 + Y1Y2 + T3Z2 + Y3y2 = (u, w) + (v, w)

(au,w) = a(u,w),Va € R
Demonstragio
(au,w) = (am)2s + (e = aler2s +1n3) = oty w)
(u,0) = (w,)
Demonstracio
(U, w) = 122 + Y1Y2 = T2x1 + Y2y1 = (W, u)
(u,u) é um niimero real maior que zero para todo vetor u 7 €.
Demonstracio
(u,u) = 2t +
Se u # e, entdo pelo menos 1 # 0 ouy; # 0, logo
zi+y:>0M
c.

V =RYu = (21,y1,21,t1), w = (T2, Y2, 22, t2) e (U, W) = T123 + Y1y + 2120 — t1ta

(u+v,w) = (u,w) + (v,w)
Demonstracao
Sejav = (3,3, 23, t3),

(u+v,w) = (x1 + x3)x2 + (Y1 +Y3)y2 + (21 + 23)22 — (L1 + t3)t2



= 2122 + Y1Y2 + 2122 — L1ty + T3x2 + Y3Y2 + 2329 — t3ls
= (u,w) + (v, w)

(au, w) = alu,w), Va € R
Demonstracao

(qu,w) = (az1)zs + (ay1)ys + (az1)20 — (at1)ty
= a(x129 + Y1y + 2120 — t1ts) = alu,w)

<u7 w> - <w7 u>
Demonstracao

(U, w) = T122 + Y1y + 2122 — L1ty
= ToT1 + Y1 + 2221 — ot = (w, w)

(u,u) é um niimero real maior que zero para todo vetor U 7 €.
Demonstracao
(uyu) = af +yf + 21 — 1]

Se u 7 e, entdo pelo menos 1 # 0, ouy; # 0, 0u z; # 0, outy # 0. Entretanto, se 1 = 0,
y1 = 0,21 = 0et; # 0, entdo

z? + 92 + 22 — t? < 0 ndo é produto interno. M
2.Sejam X = (1,1, —2)eY = (a, —1, 2). Para quais valores de a, X e Y so ortogonais?

. ~ . . . A T .
Dois vetores sdo ortogonais entre si se estes descrevem entre si um angulo 6 = 35 - Assim o sendo, 0
produto interno entre estes sera nulo pois

X xY =|X||Y|cosf = ‘XH?lCOS% =0
No mais, temos pela definicao de produto interno que
|X||?| cosf = z1y1 + -+ + TnYn
Entdo, os valores de a para o qual X e Y seriam ortogonais sdo
(X,Y)=a—-1-4=0 = a=5M

3. Mostre que se um vetor ¥ é ortogonal a um vetor U, entdo ¥ também € ortogonal a v, para qualquer
a € R



Sejau = (:El, ceey xn) ev = (yl, ceey yn) Pela definicdo de produto interno, se v é ortogonal a u,
entao

<u’v> - ((:l:1,...,xn),(y1,...,yn)> = ZT1Y1 + e +wnyn =0
Avaliemos agora o caso (Qu, V):

(au,v) = (az1)y + -+ + (QZn )y = a(z1ys + -+ + TnYn)

=a (u,v) =0
——
Por hipétese =0

Logo, v também é ortogonal a cvu. H

4. Sabendo que ||u|| = 3, ||v|| = 5, determine x de tal maneira que (u + av,u — av) = 0.

Seja V' um espaco euclidiano com o produto interno (u, v) — <u, U>. Dado um vetoru € V'
indica-se por ‘ ‘u| ‘ e chama-se norma de u o nimero real positivo dado por

lull = v/(u,w)

|ul]| =3 = (u,u) =3 = (u,u) =9
|v|]| =5 = +/{v,v) =5 = (v,v) =25

Conforme a Definicdo 1, itens a a d, e propriedades P descritas por Callioli, et al.!, temos

(u+ av,u — aw) = (u,u — av) + (av,u — av) =

(a)
(u, u) + (u, —aw) + (av,u) + (aw, —av) =

P,
<uau> - a<uav> + Oé<’U,’U,> - (O‘)2<'U7U> -
—— ——— —_—
P2 (b) P2 e(b)
9 — alu,v) + alu,v) — 25a* =
——

(©)
9 —alu, v+, v) —250% =0
3

5. Sejam u e v vetores de um espago vetorial com norma. Prove que <u, v> = 0 se, e somente se,
|lu 4+ av|| > ||ul|, Va € R.

Segundo a definicdo de norma, temos que | |u\ | > 0,Vu € V. A norma ‘ |u + ow| | ¢ a medida de um
vetor, tal que, conforme a demonstracdo da Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Ju+ av||? = (u + av,u + av) =



(u, u) + (u, av) + (av,u) + (aw, av) =
[Jul| 4+ 2(u, v) + a?[Jv]|*

Utilizemos essa igualdade para a prova que buscamos fazer.

o+ avl* = [[ull* +  2(u,0)  +a|lv]]* = |ul|* + o||v]]*
N—— . J/

~~

Por hipé6tese é =0 Por definicao sdo >0
S+l > ul]* = v+ || > [|u]| B

6. Sejam f(t) = ag + a1t + - - - + a,t" e g(t) = by + byt + - - - + b, t™ polinémios quaisquer
de P, (R). Verifique se a funcéo

(f(t),g(t)) — Zaibi

é produto interno no espaco P, (R).

A aplicacao descrita trata-se de um produto interno se as quatro seguintes condi¢ées forem verificadas:

L (f(t) + h(t),g(t)) = (f(2),9(t)) + (h(t),9(t))

Demonstracao

Seja h(t) = cg + c1t + - - - + ¢, t", tem-se:

n n

(f(t) +h(t),9(t) = Z(ai + ¢i)b; = Z(aibi + ¢ib;) =

1=0 =0

Zaibi + Zcibi = (f(t),9(t)) + (h(t), g(¢)) W

2. (af(t), 9(t)) = alf(t), g(t)), Yo € R

Demonstracao

n n

(af(®),9(8)) = Y (aa:)b; = ) a(aiby)

1=0 1=0

— aZaibl‘ = a(f(t),g(t)> u

3. (u,v) = (v,u)

Demonstracao



(F0,9(0) =3 aibi = 3 biai = (g(t), £(0)

4. (f(t), f(t)) é um nimero real maior que zero para todo f(¢) # 0

Demonstracao
£, 10) =
1=0
Se f(t) # (0,0, ..., 0) entdo existe pelo menos um a; # 0, logo

Za? >0 = (f(t), f(¢)>0m
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