Produto Escalar

Definicao
Sea = (aj,...,a,)eb = (by,...,b,), entdo o produto escalar de a e b é o niimero a - b dado
por

a-b=aib +---+ayb,

Assim, para achar o produto escalar de a e b, multiplicamos as componentes correspondentes e somamaos.
O resultado ndo é um vetor. E um ntmero real, isto é, um escalar, por isso o0 nome.

Exemplos
1.(2,4)-(3,-1)=2-34+4.--1=2

2.(i+2j—3k)-(2j—k)=1-0+2-2-3.-—-1=7

Propriedades
Se a, b e ¢ sdo vetores de V3, € o vetor nulo, e ¢ um escalar, entdo:
l.a-a=|al?
2a-b=b-a
3a-(b+c)=a-b+a-c
4.(ca)-b=c(a-b) =a-(cb)

5e-a=0

Teorema
O produto escalar & - b tem uma interpretacio geométrica em termos do angulo @ entre a e b:

a-b = |a||b|cosf



Figura 1

Demonstracao
Se aplicarmos a Lei dos Cossenos no tridngulo O A B da Figura 1, obteremos
|AB|*> = |OA* + |OB|? — 2|OA||OB| cos 8

Onde |OA| = |a|, |OB| = |b| e |AB| = |a — b|. Ou seja,

b

la—b|?> = |a|? + |b|> — 2|a||b| cos 0 =

la|> — 2a-b + |b|? = |a|> + |b|? — 2|a||b|cosf =
—2a-b = —2|a||b|cosf =

a-b = |a||b|cosf

Exemplo

Determine o angulo entre dois vetoresa = (2,2, —1) e b(5, —3, 2).

a-b
al[o]

2(5) + 2(—3) 4+ 2(—1) _ 2
V22422 4 (—1)2- /52 + (=3)2 +22  3/38

a-b = |a||b|cosf§ = cosfh =

Casos especificos

Dois vetores & e b formam um angulo
e ortogonalsea-b =0 — 60 = %7‘1’;
e agudosea-b > 0;

e obtusosea-b < 0.



Angulos Diretores

Os angulos a, B e 7y (no intervalo [0, 7r]) que a faz com os eixos coordenados positivos &, Y e 2.

Os cossenos desses angulos diretores sao chamados cossenos diretores do vetor a.

2 as
cosa = —; cosff = —; cosy = —.
al al
Onde
Por isso

cos®> o+ cos? B+ cos’y =1

a = (a1,a2,a3) = (|a|cosa, |a| cos 3, |a| cosy) = |a|{cos a, cos 3, cos )
Disso implica que

1 —_—
a®

(cos a, cos B, cos )
Projecoes

proj, b

A figura acima mostra as representagoes @ e P?{ de dois vetores @ e b com a mesma origem P. Se S

é o pé do perpendicular a partir de R a reta contendo @ , entao o vetor coam representacao Pg é
chamado vetor projecdo de b sobre a e é denotado por proj ab.

projab — (ﬂ) a
EY

a|



Onde =

al

€ o versor (vetor unitario) de a.

A projegdo escalar de b sobre a (também chamada componente de b ao longo de a) comp,b é
o angulo entre a e b.

definida como o médulo com sinal do vetor projecdo, cujo valor é dado pelo niimero |b‘ cos 0, onde 6 é

"
M
/ Il'l
b/ |
.r'; | a
_,-";Ei'
. T

b| cos # = comp, b

-b
comp,b = |b|cosf = 2>

a|

Observe que o vetor projecao € a projecdo escalar vezes o versor de a

proj,b =

b
al comp,



