Lista 3 - Matrizes, Vetores e Geometria Analitica

1. Verifique se as transformacdes abaixo sdo lineares

Sejam U e V espacos vetoriais sobre IR. Uma aplicagdo F' : U — V é chamada

transformacdo linear de U em V se, e somente se,
L F(u; +ug) = F(uy) + F(uz),Vui,us € Ue
2. F(au) = aF(u),YVa € ReVu € U.
T:R> =R, T(z,y,2) =z + 5y — z;

o T'(z1,y1,21) + T(x2, Y2, 22)

=21 +0Yy; — 21+ T2+ dY2 — 29

= (z1 +22) +5(y1 +y2) — (21 + 22)
=T(x1 + 22,51 +Y2,21 +20) B

o T'(azx,ay,az) = axr + bay + az = a(x + 5y + z) = aT' (=, y, 2)
T:R3 =R, T(z,y,2) =z +5y — 2+ 1;

o T'(z1,y1,21) + T(z2,Y2,22) =

T1+0y1 +2z1+1+234+0ys + 20 +1
= (x1 +22) +5(y1 +y2) + (21 + 22) + 2
# (z1 +22) +5(y1 +42) + (21 +22) +1
=T(x1 + 22,1 +Y2,21 +22) B

T:R3 =R, T(z,y,2) = 2% + 5y — z;

o T'(x1,y1,21) + T(z2, Y2, 22)

=22+ 5y +21+ 1+ 22+ 5ys + 29
= (2 + 23) + 5(y1 + y2) + (21 + 22)
# (21 + 22)* +5(1 +¥2) + (21 + 22)
=T(x1 + 22,91 +Y2,21 +22) B

T:P,(t) — P, T(p) =p" +p";
e T'(p1) + T(p2) = py + 0] +p5 +p3 = (p} +p3) + (P +p5) = T(p1 + p2)
eT(ap)=ap + ap”" =a(p +p") =aT(p) A

2. Determinar o nicleo das transformacdes lineares abaixo: representa-las graficamente


https://edisciplinas.usp.br/course/view.php?id=93211

Definicao de Niicleo: Sejam U e V espacos vetoriais de \R e F: U \to V uma transformacao

linear. Indica-se por \text{Ker}(F) e denomina-se o nticleo de F o seguinte subconjunto de U:

Ker(F) = {u € U|F(u) = e}
e T:R? - R, T(z,y) =y + 2;
(z,y) e Ker(T) «<—= y+2x=0 — y=—2z
Logo, Ker(T') = {(z, —2z) : x ¢ R} A
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o

9= -2s
e T:R3 =R, T(x,y,2) = z — 2x;
(z,y,2) €eKer(T) «<—= z2—-22=0 = 2z =2z

Logo, Ker(T') = {(z,y,2z) : z,y € R} &

v



e T:R* - R% T(z,y) = (2z + 2y, + y);
(z,y) € Ker(T) <— (2z+2y,z+y) =(0,0) = { se=-y=0

Logo, Ker(T) = {(z,y) :z =y =0} A
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e T:R?2 5 R2, T(z,y) = (z+y,z —y);

=0
(z,y) € Ker(T) <— (z+y,z—y)=(0,0) = {w—l—y 0 e=y=0
T —y=

Logo, Ker(T) = {(z,y) :z =y =0} N
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e T:R® - R3 T(z,y,2) = (2 —x,2 — 22,2z — 3x).



(z,y,2) € Ker(T) <— (2 —z,z—22,2—32) =(0,0,0) — (2—22z=0

z— 3 =
x=2=0
Logo, Ker(T) = {(z,y,2) :x =2=0,y ¢ R} &
$2 bz
X
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3. Determinar base para o nticleo e para a imagem das transformacoes lineares abaixo
« T:R® = R? T(z,y,2) = (z +y,2z +y,3z +y);
(z+y,2z +y,3z +y) = (v,2z,3z) + (y,y,9) = (1,2,3) + y(1,1,1)

Para que (1,2, 3) + y(1,1,1) = (0,0, 0), teriamos

z+y=0
2r+y=0 ~.e=y=0
3z +y=20

Logo B, = {(1,2,3),(1,1,1)} é um conjunto composto por elementos linearmente independentes
entre si e base geradora do conjunto imagem Im(7T").

Pelo Teorema do Nticleo e da Imagem, a base do nuicleo ha de possuir uma base de dimensao 1. Observa-
se que para corresponder a defini¢do do ntcleo, basta que £ = y = 0, 2z € R. Assim, satisfaz essa

definicdo a base canénica Bger = {(0,0,1)}. H

e T:R? - R, T(z,y) =y + 2z



(z,y) =y + 22 = (z,y) =z(2) +y(1)

Assim obtém-se as bases (1) e (2) para a imagem, onde (2) é combinagéo linear de (1) e portanto pode
ser descartada. Br, = {(1)}.

O nucleo ha de ter uma base de duas dimensdes, da qual resultam valores de & e Y para os quais

T(z,y) = e.Estaseriay = —2x, (—2,1). Logo, Bger = {(—2,1)}. W
o T: ]P)Q(t) — Pz(t), T(p) = pl;

A base candnica polinomial é Bp, = {t2, t, 1}, ao aplicarmos sobre esta a regra de transformacao da
fungio, obtemos a base da imagem B, = {T'(t?),T(t),T(1)} . Logo,

T(t?) = 2t
T(t)=1 ..Bm ={2t,1}
T(1) =0

A base do ntcleo é aquela para qual a regra de transformacao resulta em 0, ou seja, Byer = {1} H
o T :Py(t) = Po(t), T(p) =p' +p"

De maneira similar a resolugdo anterior, temos:

T(t?) =2t +2
T(t) =1 . B = {2(t +1),1}
T(1) =0

e By = {1}. 1

4.Seja T : R® — R3 uma transformagéo linear tal que : 7'(1,0,0) = (2,3,1); T'(1,1,0) =
(5,2,7)eT(1,1,1) = (—2,0,7)

Teorema do Niicleo e da Imagem: Sejam U e V' espacos vetoriais de dimensdo finita sobre R.

Dada uma transformacdo linear ' : U — V/, entdo
dim(U) = dim(Ker(F)) + dim(Im(F))
e Encontre T'(x,y, 2) para (z,y, z) € R?;
T(z,y,2) = (22 + 3y — 72,3z — y — 2z, x + 6y)
o T’ é sobrejetora? Justifique;

Sim. Para todo u € R3 existe um T'(u) € R3. Demonstragéio:



T(u)=T(x,y,2) = 2z +3y — 72,3z —y — 2z, + 6y) =
——

cR3
2,3,1 3,—1,6 —-7,—2,0
L 23,1)+y3,-1,6)+ (-7,-2,0)
€R c R3 idem idem
—_— ——
cR3

o T’ éinjetora? Justifique;

Sim. Para cada valor de u corresponde um tnico valor de F'(%). O que é imediato.
o T e bijetora? Justifique;

Sim, pois é tanto sobrejetora e injetora.

5.Sejal : U — V uma transformagéo linear e dim(U') > dim(V'). Prove que existe um vetor nio
nulo ug € U tal que T'(ug) = €

Dado que a imagem de 7" é um subconjunto do contradominio V' temos que dim(V') >
dim(Im(7")). No mais, pelo Teorema do Niicleo e da Imagem, sabemos que dim(U) =
dim(Ker(7T')) + dim(Im(T)). Mas como dim(U) > dim(V') > dim(Im(T"), isso significa
que dim(Ker(7")) > 1. O nicleo Ker é o subconjunto aquele para o qual Ker(T") = {u €
U|T(u) = e}, se este possui dimensdo maior ou igual a 1, isso garante que haja pelo menos uma
combinagdo linear da base de Ker da qual resulte um vetor © 7 e tal que T(u) =ec. N



