Universidade de Sao Paulo
Escola de Artes, Ciéncias e Humanidades

ACH2013 - Matematica Discreta — 22 sem. 2021
Professor: José Ricardo G. Mendonca

62 Lista de Exercicios — Principios de contagem — 01 dez. 2021

O binomio de Newton é tdo belo como a Vénus de Milo.
O que hd é pouca gente para dar por isso.

Alvaro de Campos (Fernando Pessoa), 1935
I. Permutacoes e combinacoes

1. Em cada um dos itens a seguir, determine:

(a) O numero de diagonais de um poligono convexo de n lados;
(b) Quantos numeros impares de 5 algarismos diferentes existem;
(c) O numero de apostas distintas de 6 e de 7 numeros na loteria Mega-Sena;

(d) De quantas maneiras distintas podemos preencher uma prateleira com n livros

diferentes, cada um com k exemplares idénticos;
(e) O ndmero de maneiras de acomodar n pessoas em uma mesa redonda.

2. Quantos comités podemos formar a partir de um grupo de 5 homens e 8 mulheres contendo
(a) 2 homens e 4 mulheres, () 4 homens e 2 mulheres ou (c¢) um presidente (homem ou
mulher), 2 homens e 3 mulheres?

3. (a) Quantos anagramas a palavra matematica possui?

(b) Quantos anagramas da palavra exercicio possuem todas as vogais juntas e todas as
consoantes juntas?

4. Duas retas paralelas sdo marcadas uma em n pontos e outra em k pontos distintos.

(a) Quantos triangulos diferentes podemos formar usando esses pontos?

(b) Quantos quadrilateros diferentes podemos formar usando esses pontos?

5. O teorema fundamental da aritmética garante que todo nimero inteiro n > 2 pode ser
escrito na forma n = p‘fl “ee pZ", onde 0s p; sdo nimeros primos € os expoentes a; > 1 sdo
ntmeros inteiros positivos. Por exemplo, 588 = 2%-31.72. A partir dessa representagio,

determine o ndmero de divisores de n.



6. Quantas combinagdes de 4 objetos tomados de 3 em 3 com possiveis repeti¢cOes existem?
Rotulando os objetos de a, b, c e d, liste todas essas combinagdes.
7. (a) Quantas solucdes inteiras ndo negativas existem para a equacio x+y+z = 16?
(b) Quantas solucgdes inteiras positivas existem para a inequagdo x+y+z+1 < 14?
(c¢) Quantas solugdes inteiras ndo negativas existem para a inequacdo x+y+z < 21?
Observagdo: nimeros inteiros ndo negativos sao maiores ou iguais a zero, enquanto
numeros inteiros positivos sdo estritamente maiores que zero.
8. (a) Quantas sequéncias binarias de comprimento 8 possuem exatamente 4 zeros?
(b) Quantas sequéncias bindrias de comprimento 15 possuem mais zeros do que uns?
(c¢) Quantas sequéncias bindrias de comprimento n possuem exatamente |n/2| zeros?
Notagdo: |x| denota a parte inteira de x.
9. (a) Mostre que p ndmeros zero € g > p — 1 nimeros um podem ser concatenados sem
que dois ndmeros zero fiquem juntos de (qjgl) maneiras diferentes;

(b) Mostre que o numero f(n) de sequéncias bindrias de comprimento n que nio
possuem dois niimeros zero juntos é dado por f(0) =1, f(1) =2e f(n) = f(n—
1)+ f(n—2) paran > 2;

(¢) Comparando os resultados dos itens (a) e (b), mostre que

3t
Fn) = Z (n p+1)

P

e que a fungdo f(n) definida por esse somatério de fato observa as relagdes

fO)=1,f(1)=2e f(n)=f(n—1)+ f(n—2).@

@Qs nimeros f(n) sdo conhecidos como niimeros de Fibonacci, devido ao seu aparecimento no tratado Liber Abaci,
de Leonardo de Pisa, o Fibonacci, em 1202, embora eles ja fossem conhecidos em diversas culturas desde muito
antes. Os primeiros nimeros de Fibonaccisdo Fy =0, F1 =1, F, =1, F3=2,F; =3, Fs=S5etc. (F, =F,—1+F,—2),
de forma que nosso f(n) = F,». Os nimeros de Fibonacci possuem intimeras propriedades matemaéticas, das
mais mundanas as mais arcanas, e vém fascinando geracdes de curiosos hd séculos. De fato, existe até uma
respeitosa publicag¢do dedicada aos nimeros de Fibonacci, a The Fibonacci Quarterly (ISSN: 0015-0517). Uma
discussdo abrangente dos nimeros de Fibonacci pode ser encontrada no excelente livro-texto de R. L. Graham,
D. E. Knuth e O. Patashnik, Concrete Mathematics, 2a. ed. (Reading: Addison-Wesley, 1994), Secdo 6.6.
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IL. Coeficientes binomiais®

1. Mostre que calcular 9* e 11° usando o teorema binomial é moleza. Generalize esses casos

e encontre uma férmula para expressdes do tipo (n + l)k, n=1,k>1.

2. Determine o valor do maior termo no desenvolvimento de (1 + %)30.

3. Determine para que valores de k, 0 < k < n, o coeficiente binomial (Z) é maximo.

4. Demonstre a identidade hexagonal

n—1 n n+1\ (n—1\/n+1 n
k—1)\k+1)\ k ) \ k J\k+1)\k—1)
Justifique o nome dado a identidade.

5. Use o teorema binomial (seja criativo) para calcular as seguintes somas (nos itens (c¢) e (d)

as somas vao até o ponto em que seus termos comegam a se anular):

n 2 n 2 n 2
o ()

6. Mostre que (i) + (kH) 4+ (k+") = (k;:‘:fl) Essa identidade aparece na deducdo do

nimero de k-combinacdes de n objetos com repeticoes.

7. Mostre que 12+22+ - +n% = in(n+1)(2n+ 1) pelos seguintes métodos:
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(a) Mostre que (k;r ( ) = k* e some sobre k;
)

(b) Mostre que ( + (k+1) — k2 e some sobre k usando o resultado do exercicio IL6.

8. Mostre que (}) (];) = )( ) para todo j < k < i e que, portanto,

Z ()=

b0 estudante interessado em coeficientes e identidades binomiais deve consultar o livro-texto de R. L. Graham,
D. E. Knuth e O. Patashnik, Concrete Mathematics, 2a. ed. (Reading: Addison-Wesley, 1994), Capitulo 5, ou, para
um tratamento mais avangado, J. Riordan, Combinatorial Identities (New York: Krieger, 1979).
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I11. Principio do pombal

1. Mostre que se vocé der n tiros em m < n pombos e ndo errar nenhum tiro pelo menos um
pombo vai acabar com mais do que um buraco de bala. (O nome pigeonhole principle em

inglés para esse principio matemético provavelmente advém dessa observacdo ©)

2. Tendo eliminado os pombos de seu telhado, vocé decide dar 50 tiros num alvo quadrado
de 70 cm de lado e ndo erra nenhum. Mostre que pelo menos dois tiros atingiram o alvo a

menos de 15 cm de distancia um do outro.

3. Dados 5 pontos quaisquer sobre uma esfera, mostre que € possivel dividi-la em dois

hemisférios fechados de tal forma que um deles contém pelo menos 4 dos pontos dados.

4. Mostre que em qualquer lista de n nimeros inteiros positivos existem pelo menos dois

elementos cuja diferenca entre eles € divisivel por n — 1.
5. Seja .« uma sequéncia formada pelas 26 letras do alfabeto latino em qualquer ordem.

(a) Mostre que 7 possui pelo menos uma subsequéncia de 4 ou mais consoantes

consecutivas;

(b) Supondo que .« comece com uma vogal, mostre que ./ possui pelo menos uma

subsequéncia de 5 ou mais consoantes consecutivas.

6. Mostre que em uma festa com n > 2 pessoas existem pelo menos duas pessoas com
exatamente o mesmo numero de conhecidos, assumindo que a relacao de familiaridade
€ simétrica e ndo-reflexiva (se a conhece b entdo b conhece a, a # b). Este exemplo
€ oriundo da teoria dos grafos, com as pessoas no lugar dos vértices e as relagdes de

familiaridade no lugar das arestas do grafo.

7. Suponha que cada ponto do plano (!) seja pintado de azul ou vermelho. Mostre que para
qualquer valor real d > 0 existem dois pontos separados exatamente pela distancia d que

possuem a mesma cor. Dica: considere um tridngulo equilétero.

8. Mostre que todo nimero inteiro positivo n possui pelo menos um multiplo diferente de
zero formado somente pelos digitos O e 1 e encontre um desses miltiplos para os nimeros
19 e 113. Vocé consegue pensar em um algoritmo que encontra esses multiplos sem
apelar para a forga bruta, isto €, sem testar a divisibilidades de zilhdes de nimeros que
sabemos de antemao que nao vao dar em nada? Dicas: (i) o caso n =1 € trivial; para
n > 2, escreva todos os n+ 1 nlimeros u; = ) g<;<k 10¢ para 0 < k < n, isto é, upy =1,
uy =11, ..., u, =11---1 (n+ 1 digitos 1); (if) como s6 existem n possiveis restos da
divisdo de um ndmero qualquer por n, pelo menos dois dos nimeros u; — digamos, u; e

uj > u; — possuem o mesmo resto da divisdo por n (veja o exercicio 1I1.4); (iii) se u; € u;
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possuem o mesmo resto da divisdo por n, entdo sua diferenca u; — u; > 0 € um multiplo

de n que também € uma soma de poténcias distintas de 10 de coeficientes O ou 1.
IV. Principio da inclusao-exclusao

1. Quantas solucdes inteiras nao negativas existem para a equagdo x+y-+z = 19 satisfazendo
as condicoes x <9,y < Sez< 14?

2. Quantos niimeros inteiros positivos menores ou iguais a 200 sdo divisiveis por 3 ou 11?

3. Quantos nimeros inteiros positivos menores ou iguais a 170 sdo primos? Dica: um

nimero composto menor ou igual a n deve possuir um divisor menor ou igual a |/n].

4. O nuamero do cadastro de pessoas fisicas (CPF) é formado por uma sequéncia de 11 digitos.
Quantos nimeros de CPF contém os digitos 1, 3, 5, 7 ¢ 9 pelo menos uma vez cada um

em sua composi¢ao?

5. Quantas permutacdes de 5 objetos possuem menos do que 3 pontos fixos? Observagdo: os
pontos fixos de uma permutagio (6(1)c(2) --- o(n)) sdo pontos para os quais ¢ (i) = i
por exemplo, a permutacdo (243 15) possui dois pontos fixos, 6(3) =3 e o(5) =5.

V. Divertissement: Aproximacoes racionais

A formulacio do principio do pombal costuma ser atribuida ao matematico alemao Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859),©) que em 1842 utilizou-o para mostrar que para qualquer niimero
real r e qualquer ndmero inteiro positivo N existem nimeros inteiros p e g com 0 < g < N
tais que |7 — p/q| < 1/qN.Y A aproximagio de um niimero real » por um nimero racional
com propriedades 6timas é conhecida como aproximacdo diofantina.”® Em seus trabalhos
posteriores, Dirichlet se referia ao principio do pombal como Schubfachprinzip, ou “principio

da gaveta”, em alemao. Vamos enunciar e demonstrar o teorema de Dirichlet:

Teorema (Dirichlet, 1842). Sejam r um ndmero real € N um ndmero inteiro positivo quaisquer.

Entdo existem niimeros inteiros p e g com 0 < g < N tais que |r—p/q| < 1/¢N.

(©H4 evidéncias de que o principio do pombal ji fosse conhecido anteriormente, cf. B. Rittaud e A. Heeffer, “The
pigeonhole principle, two centuries before”, The Mathematical Intelligencer, v. 36, n. 2, pp. 27-29 (2014).

@@G. Lejeune Dirichlet, “Recherches sur les formes quadratiques a coefficients et a indérteminées complexes”,
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), v. 24, pp. 291-371 (1842), em especial §13; G. Lejeune
Dirichlet, “Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre von den Kettenbriichen nebst einigen Anwendungen
auf die Theorie der Zahlen”, Bericht iiber die zur Bekanntmachung geeigneten Verhandlungen der Koniglich
Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin (1842), pp. 93-95.

(© A andlise diofantina trata das solugdes inteiras para equacdes algébricas e das aproximagdes racionais para niimeros
reais. O nome vem de Diofanto de Alexandria, matematico grego do século III que por volta do ano 250 d. C.

escreveu o tratado Aritmética sobre questdes dessa natureza.



Demonstracdo. As partes fraciondrias (residuos mod 1) dos nimeros rk, 0 < k < N, formam
um conjunto de N + 1 nimeros em [0, 1). Se dividirmos o intervalo [0, 1) em N subintervalos
iguais, pelo principio do pombal pelo menos um subintervalo vai conter dois residuos diferentes,
sejam eles r; = rk; —n; e rj = rkj —nj com k; > k;. Como os dois residuos pertencem a0 mesmo

subintervalo,

(rkj—n;) — (rki—n;)| < 1/N, e tomando p = n;—n; e g = kj — k; obtemos dois
inteiros p e g com 0 < ¢ < N tais que |[r—p/q| < 1/gN. [ |

O teorema de Dirichlet nao fornece um método para a construcdo de aproximacdes diofantinas
para um dado nimero real. O método cléssico para a constru¢do de tais aproximagdes € o das

fracdes continuas, que sdo fracdes (possivelmente infinitas) da forma

e R

aj + ———
a2+...

onde geralmente se assume que todos os elementos a;, i # 0, sdo inteiros positivos.®

Embora o resultado de Dirichlet ndo pareca grande coisa a primeira vista, ele possui aplicacdes
profundas em matemadtica e, portanto, em ciéncia da computagdo. Por exemplo, o resultado
de Dirichlet permitiu a Joseph Liouville (1809—-1882) provar pela primeira vez, em 1844,
que numeros transcendentais existem e construir explicitamente uma familia deles na forma
Lo=Y1 a=*, com a um niimero inteiro qualquer diferente de 0 e 1.0 Alguns anos mais
tarde, em 1874, Georg Cantor (1845-1918) mostrou que os numeros transcendentais nao
sdo enumeraveis—isto €, que a maioria esmagadora dos nimeros reais € transcendente! —,
introduzindo, de passagem, um novo método para construir esses nimeros.” Demonstrar que
determinado nimero ou familia de nimeros € transcendental € um problema dificil, embora
tanto as técnicas desenvolvidas nas tentativas quanto os eventuais nlimeros encontrados possuam

diversas aplicagdes tedricas e praticas em potencial. !

(DExposicoes detalhadas sobre fragdes continuas aparecem em A. Ya. Khinchin, Continued Fractions (New York:
Dover, 1997) e R. L. Graham, D. E. Knuth e O. Patashnik, Concrete Mathematics, 2a. ed. (Reading: Addison-
Wesley, 1994), Secdes 4.5 € 6.7.

®7. Liouville, “Mémoires et communications des membres et des correspondants de 1’ Académie” e “Nouvelle
démonstration d’un théoréme sur les irrationalles algébriques, inséré dans le Compte rendu de la derniere séance”,
Comptes Rendus des Séances de I’Académie des Sciences, v. XVIII, n. 20, pp. 883885 e pp. 910-911 (1844).

(WG, Cantor, “Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reelen algebraischen Zahlen”, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, v. 77, pp. 258-262 (1874).

(ONtimeros reais sdo chamados de algébricos quando podem ser obtidos como solugio de uma equacio algébrica (uma
equacdo polinomial) contendo apenas coeficientes racionais, caso contrario eles sdo chamados de transcendentais.
O fato de um niimero ser algébrico nada tem a ver com o fato dele ser racional: v/2, por exemplo, ¢ irracional mas
é algébrico, pois é raiz da equacio polinomial x*> —2 = 0. Por outro lado, todo nimero transcendental é irracional,

uma vez que todo nimero racional é obviamente algébrico (se x = p/q € Q entido ele é raiz da equagio gx — p = 0).



O teorema de Dirichlet encontra uma interessante aplicacdo em aritmética em ponto flutuante.
Vamos primeiro estabelecer o seguinte fato: se r = a/b é um nimero racional, entdo existe
um intervalo aberto ao redor de r que nao contém nenhuma aproximacao racional para r com
denominador igual a b. Pode-se ver isso reparando que se p/q # r, com p e ¢ # 0 niimeros
inteiros, entdo |ga — pb| > 1, de onde segue que |gr — p| > 1/b. Dessa forma, enquanto o
teorema de Dirichlet afirma que nimeros irracionais podem ser aproximados por nimeros
racionais tdo bem quanto se queira (basta tomar ¢ suficientemente grande), o0 mesmo nio pode
ser feito para nimeros racionais; obviamente nao estamos considerando aproximar o nimero
racional por ele proprio. Como os niumeros em ponto flutuante usados para representar nimeros
reais nos computadores sdo necessariamente racionais (possuem um nimero finito de digitos),
esse ¢ um assunto do maior interesse no design de hardware, por exemplo, floating-point units
(FPUs), e de software. Por exemplo, se queremos representar no computador um nimero real r
resultante de determinado cdlculo, ele deve ser arredondado para um niimero em ponto flutuante
de n bits. Tomando g = 21+l estabelecemos um intervalo ao redor de r no qual nenhum nimero
a meio caminho entre dois nimeros com precisdo de n bits pode estar. O design de um hardware
ou algoritmo que efetua uma aproximacao para r que caia dentro do intervalo excluido garante

entdo que o valor aproximado obtido para r seja o melhor valor representdvel pela maquina.

As relagdes do teorema de Dirichlet com outras dreas da matemdtica e da ciéncia da computacio
s@o discutidos nos livros de Mark Kac e Stanislaw M. Ulam, Mathematics and Logic: Retrospect
and Prospects (New York: Praeger, 1968), em particular na Secdo 1.3, e Peter Markstein,
IA-64 and Elementary Functions: Speed and Precision (Upper Saddle River: Prentice-Hall,
2000), em particular na Secao 6.3. O livro de Kac e Ulam, dois gigantes da matematica pura
e aplicada do século XX, oferece um interessantissimo passeio pelos mais diversos assuntos
matematicos, do principio do pombal ao teorema de Godel, através de exemplos em légica,
teoria das probabilidades elementar, dlgebra linear, cdlculo numérico, teoria dos jogos e teoria
da informacgdo. O segundo texto, de uma série de manuais profissionais da Hewlett-Packard,
detalha a implementacdo em nivel de processador (no caso, o IA-64 da Intel, também conhecido
como Itanium) de algoritmos matematicos bédsicos como os de divisdo e de extragdo de raizes
quadradas em ponto flutuante. Um dos avangos mais interessantes obtidos recentemente nessa
area foi a descoberta do fast inverse square root, um algoritmo capaz de calcular uma excelente
aproximagdo para 1/4/x de um nimero em ponto flutuante até quatro vezes mais rapidamente

que uma simples divisdo! Esse método veio a publico pela primeira vez no cédigo-fonte

Os niimeros 7, a constante de Gelfond-Schneider 2V2 ¢ a constante de Champernowne 0,123456789101112.. .,
construida pela concatenacdo dos nimeros inteiros, sdo exemplos de nimeros transcendentais. Também sabemos
que os niimeros de Liouville generalizados L, = };~; a®', com a um nimero algébrico no intervalo (—1,1),
sdo transcendentais. Por outro lado, até hoje ndo se sabe se a constante de Euler-Mascheroni, dada por y =
limy, e (ZZZI % —1In n) ~(,5772156649..., € um numero algébrico ou transcendental; na verdade, ndo se sabe

sequer se Y € um niimero racional ou nao!



do jogo Quake IIl Arena, de 1999, como parte de algoritmos de iluminacdo e tracado de
raios. O aluno interessado deve consultar o artigo da Wikipedia (https://en.wikipedia.org/wiki/
Fast_inverse_square_root) (acessado em 27 nov. 2021). Nesse artigo vocés poderdo perceber
como o conhecimento de geometria analitica elementar (o cdlculo da norma de um vetor),
célculo diferencial (o método de Newton para extrair raizes quadradas), matemadtica discreta
(representacdo bindria de nimeros) e um pouco de hacking sdo aspectos igualmente importantes
na pratica de programacao.
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