Resolucao da Lista 4 da disciplina de Matematica
Discreta

Feita por Guilherme de Abreu Barreto!
Relacoes

Exercicio 1

Se concordarmos que a Teoria dos Conjuntos provém uma sélida fundamentacao axiomatica a partir da
qual construirmos demais saberes matematicos, entdo temos de demonstrar como demais objetos
matematicos podem ser descritos enquanto conjuntos de algum tipo. Ou seja, se pares ordenados nao
forem compreendidos enquanto axiomas, entdo estes podem ser descritos enquanto conjuntos. O principal
problema o qual temos de sanar nesta representacao € o fato de que conjuntos descrevem qualquer

agrupamento de elementos distintos, mesmo aqueles desordenados; tal que um conjuntoA =

{a,b} = {b,a}.

Para sanar essa insuficiéncia, o matematico Kazimierz Kuratowski propds em 1921 a seguinte definicdo:
e Considere um conjunto com dois valores a, b:

A = {a,b}
e Entdo, o conjunto poténcia de A é:

P(A) = {{},1a},{b},{a,b}}

¢ Se deste conjunto derivarmos um subconjunto contendo todos os elementos que por vez contém @,
teremos:

S(P(A)) = {{a},{a,b}}

Note que este subconjunto contém toda informagao necessaria para descrevermos um par ordenado:
e Osvalores a e b.
¢ A ordenacdo destes: o primeiro elemento € descrito pelo elemento {a}

Finalmente, podemos entao restituir a notacdo original estabelecendo a correspondéncia (a, b) =

{{a},{a,b}}.

Voltemos ao problema em questdo. (a, b) = (¢, d) se e somente se @ = c e b = d. Procederemos na
ida por demonstracao direta:

(a,b) := {{a},{a,b}} = {{c}, {¢,d}} = (¢,d)


https://drive.google.com/file/d/1ls29hxpLdYCc-sF8LkKYiFCs1M79PUKb/view?usp=drive_web&authuser=0

E na volta procederemos por contradicdao. Por hipétese, a = c e b = d, onde (a, b) = {{a}, {a, b}}
Vamos assumir aqui que também a = b = ¢ = d. Pela definicdo de conjuntos, os elementos que constituem
um conjunto sao todos distintos entre si, de tal forma que repeti¢des sao redundantes, ndo constituem
novos elementos. Assim:

(a,a) := {{a},{a
~~
“ - {@)

Podemos notar que a cardinalidade deste conjunto é distinta daquela da hipotese:
{{a}} =15

{{a},{a,b}}| =2

O que é absurdo. Logo, s6 é possivel que (a,b) = (¢,d) sea = be ¢ = d, e ndo doutra forma. l

yary = {{a},{a}} = {{a}}
~ ——

Exercicio 2

a.

b.
R a b C
1 0 1 1
2 0 0 0
3 0 1 0
4 1 0 1

R ={(b1),(c,1), (5 3),(a,4), (c,4)}

R1 1 2 3 4
a 0 0 0 1
b 1 0 1 0
C 1 0 0 1

d. Uma é a matriz transposta da outra. Isso é uma se obtém pela transposicao dos elementos ordenados em
linhas na outra para colunas na prépria.



Exercicio 3
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Note que a matriz resultante Mz Mg corresponde as posicdes de incidéncia das setas em C' e também o
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Exercicio 4
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Nota-se que as relacdes R, R~ e R?

para mais de um valor na imagem.

nao sao funcdes pois mapeiam pelo menos um valor no dominio

Exercicio 6

Exercicio 7

Sejam R e S ordens parciais sobre um conjunto A. Mostre que RNS também € uma relacao de ordem
parcial sobre A.

Para uma relagdo ser de tipo ordem parcial, esta necessita ser reflexiva, antissimétrica e transitiva. A
relacdo de interseccdo R M S é deste tipo por consequéncia de carregar tais caracteristicas dos conjuntos



que integra:

e Esta é reflexiva pois qualquer par ordenado (a, a) € R corresponde s (a, a) € S e portanto a
(a,a) € RN S.

e Para qualquer par ordenado (a,b) € RN S, (a,b) € Re(a,b) € S. Como tanto R e .S sdo
antissimétricos, (b, a) € R, (b,a) & Se(b,a) € RN S.

« Para qualquer par ordenado (a, b), (b,c) € RN S, (a,b), (b,c) € Re(a,b),(b,c) € S.
Como tanto R e S sdo transitivos, (a,c) € R, (a,¢c) € Se(a,c) € RN S.

Exercicio 8
Tal relacao é:

e Reflexiva pois a! = a, 1 € N. Portanto (a,a) € R.

e Antissimétrica pois se @’ = b entdo br = +a, mas % ¢ N. Portanto (a,b) € R, mas (b,a) &
R.

e Transitiva poisse a” = beb® = centioa”® = ¢, 7 - s € N. Entdo (a, c) € R.

O conjunto destas qualidades configura que o conjunto R é de tipo parcialmente ordenado sobre Z.

Exercicio 9
Tal relacdo é:
o Reflexiva pois se A = Bentdo (4, A) € R.
* Antissimétrica pois se A C B entdo B ¢ A. Portanto (4, B) € R, mas (B, A) ¢ R.

e Transitiva poisse A C C'e C C Bentio A C B.Logo (4,C) € R,(C,B) € Re
(A,B) € R.

O conjunto destas qualidades configura que o conjunto R é de tipo parcialmente ordenado.

Diagrama de Hasse para S = P({a,b,c})



Exercicio 10
Uma relacdo de equivaléncia trata-se de uma relacdo bindria que é reflexiva, simétrica e transitiva.

Assim sendo, a relacao descrita é de tal tipo tido que ela é
e Reflexiva poisse p = r e q = sentdo ((p,q)(p,q)) € R.
e Simétrica pois se pg = 7S entdo ((p, q)(r, s)) € Re ((r,s),(p,q)) € R.

e Transitiva pois se pg = mn e mn = rs entio ((p,q), (m,n)) € R, ((m,n),(r,s)) € R
e((p,q),(r,s)) € R

Exercicio 11

(Ida) A cardinalidade do conjunto ‘Z| é infinita, entretanto P (Z) contém todos os subconjuntos

possiveis de serem compostos por elementos de Z, tal que P(Z) =

{{},{0},{1},{-1},{2},...,{0,1},{0,—1},... }. Assim P(Z) contém incontéveis

subconjuntos cada qual finito, tal que para dois subconjuntos A e B quaisquer a diferenca simétrica entre
estes também é finita pois AAB C AU B.

(Volta) A relacdo R entre quaisquer conjuntos finitos é
e Reflexiva pois AAA = &, um conjunto finito contendo nenhum elemento. Logo, (A, A) € R.
o Simétrica pois AAB = BAA. Assim, (A, B) € Re (B, A) € R.

o Transitiva pois se AA B ¢ finitae BAC' também, isso implica que AAC também sera. Portanto

((4,B),(B,C) € R) = ((A4,C) € R).

Finalmente, observa-se que R trata-se de uma relagdo de equivaléncia.

Exercicio 12



Temos a relagio R = {(a,b) € R: (b — a) € 7}, estd é uma relagio de equivaléncia pois
o esta é reflexiva: para qualquera € R, (a —a) = 0e0 € Z,logo (a,a) € R;

e esta é simétrica: pois 0o médulo da diferenca de b — a equivale aquele da diferenca de @ — b em Z,

logo (a, b), (b,a) € R;

e esta é transitiva pois se (a — b), (b — ¢) € Z entdo (a — ¢) € Z, logo
(a,b),(b,c),(a,c) € R.

Assim, para qualquer valor € IR dada a relacdo R sobre R tem-se a classe de equivaléncia [az] =

{y eER: (:L'y) c R} representativa de todos os valores aqueles para os quais a diferenca * — Yy
produz um ndimero inteiro.

Exercicio 13

e Re R sio relagdes transitivas tais que (a, b), (b, ¢), (a,c) € Re(c,b), (b,a), (c,a) €
R, logo RN R~ também é transitiva pois (a, b), (b, ¢), (a, ¢), (¢, b), (b,a), (c,a) €
RN R

e Re R sio relagdes reflexivas, entdo (a,a) € R, (a,a) € R™! e portanto (a,a) € RN
R,

e Finalmente, se (a, b) e (b, a) esti em R N R™!, tal qual demonstrado anteriormente, entio R M
R~ ¢ também simétrica e constitui uma relacdo de equivaléncia.
Exercicio 14

A relagio a = b(mod n) denota existéncia da igualdade a = kn + b para algum k € Z*. Podemos
notar que esta trata-se de uma relacao de equivaléncia pois esta possui as caracteristicas de

¢ reflexividade: existe @ = a(mod n), para qualquer 7 quando a = 0 e para @ quando n > a;
o simetria: @ = b(mod n) se, e somente se, b = a(mod n).

a=kn+b < b=a —-kn=kn-+a
el

o transitividade: se @ = b(mod n) e b = ¢(mod n), entdo a = c¢(mod n).

a=kn+b
b:k2n+c
Sa=kn+kn+c=kn+c
N—_——

kgn



Exercicio 15

Sejam A, B, C' matrizes de dimensdo 1 X m e P uma matriz inversivel também de dimensdo 1 X 1

tal que duas matrizes similares entre si, denotadas por A ~ B, estdo relacionadas por PAP~! = B.
Esta relacdo de similitude trata-se de uma relacdao de equivaléncia pois:

o Estaéreflexiva: A ~ A
Prova: Seja P a matriz identidade I,,, (In)_lAIn =AN
o Esta é simétrica: A ~ B se e apenasse B ~ A

Prova: se assumirmos que A ~ B, teremos

PlAP=1RB
P(P~TAP) = P(B)
(AP)YP~T = PBP~!

PBP1=A4A
Seja (Q uma matriz tal que @ = P71, 1ogo Q '1BQ =4 =— B~ A
Assim;, A~ B <— B~ AN

o Estaé transitivaise A ~ Be B ~ Centio A ~ C

Prova: Por hipotese temos

B=P AP

C=Q'BQ
S C=Q 7 (PTAP)Q = (PQ)A(PQ)

Seja W uma matriz tal que W = PQ,logoC = W 1AW —= C~ AN
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