Resolucao da Lista 6 da disciplina de Matematica
Discreta

Feita por Guilherme de Abreu Barreto!
Permutacoes e combinacoes

a. Seja d o niimero de diagonais de um poligono convexo, e £ o niimero de lados deste mesmo, tem-se:

(e —3)

d= 5

Demonstracao

Por diagonal, referimo-nos a um segmento de linha que conecta dois vértices v ndo consecutivos de um
poligono. Assim sendo:

1. Seja m o numero de vértices, cada qual destes pode ser conectado a outros 77 — 3 vértices por uma
diagonal, isto é: a todos os vértices sendo aqueles adjacentes e a si proprio. Logo, o nimero de
possiveis pontos de inicio e término para diagonais em um poligono é n(n — 3) ;

2. Entretanto, como a linha que conecta v1 a v,, € idéntica aquela que conecta v,, a V1, dividimos este
total por 2 para obter o numero de diagonais.

3. Finalmente, é trivial que o nimero de vértices de um poligono é correspondente a seu nimero de
lados (o que pode ser demonstrado por inducéo finita), logo, 72 pode ser substituido na férmula por £.

b. 13 440
Demonstracao

A quantidade 1 de nimeros de 5 algarismos, todos diferentes entre si é uma combinacdo de 5 elementos,
onde o tltimo contém apenas algarismos impares, o primeiro contém apenas algaritmos ndo nulos e
nenhum elemento possui 0 mesmo algarismo que qualquer outro. Iniciando nossa contagem dos
elementos com maiores restricdes para aqueles com menores, temos:

e O ultimo elemento com 5 possiveis algarismos impares;
¢ O primeiro elemento com 9 possiveis algarismos ndo nulos menos um (8);
¢ O segundo elemento com 7 algarismos restantes;

¢ O terceiro elemento com 6 algarismos restantes;


https://drive.google.com/file/d/1ERMS_a3JP-JB-f-TwXWgBV64U8sUhCaN/view?usp=drive_web&authuser=0

e O quarto elemento com 5 algarismos restantes;
bX8xTx6x5=134401
¢. 25 031 930 e 386 206 920 apostas, respectivamente.
Demonstracao

Para ganhar o prémio maximo da Mega-Sena, denominado sena, é necessario obter coincidéncia
entre seis dos niumeros apostados e 0s seis nimeros sorteados, de um total de seis dezenas (de um
a sessenta), independentemente da ordem da aposta ou da ordem do sorteio.

Fonte: artigo do Wikipédia

Assim, o nimero de apostas distintas de 6 e 7 niimeros é dado pelas combinacdes C (60, 6) eC (60, 7),
respectivamente.

| . . . . . .
C(60,6) = 6!(6?)0; ) = 605958 6!5;;6 i M: 50 063 860
C(60,7) = 7!(6?)0; 7 = 60-59 - 58 577';3?, 55 - 54 /53!/: 386 206 920
d.
(nk)!
(k)"
Teorema
O nidmero P(a, ..., Qk, B1y---5 01,01, ... ,6m,...) de permutacdes de 7 objetos onde todos ¢

, B, e 0 sdo idénticos com quaisquer outros ¢, 3 e @ respectivamente, é:

Pal,...,ak,ﬂl,...,ﬂl,ﬂl,...,Hm,... _ (Oé + /B + 9 + R )!

arte o Fap+Hpi Pt At alplol. . ! .

e.(n—1)!
Demonstracao

O niimero de permutacdes possiveis para 72 elementos distintos em sequéncia é dado por 7!. Mas em uma

sequéncia ciclica, como é o caso, quando todos os elementos sdao movidos para frente ou para trds em
conjunto na sequéncia, ndo se contabiliza uma nova permutagao:

{1,2,3} ={3,1,2} = {2,3,1}

Como uma sequéncia de 72 elementos pode ser movimentada para frente ou para trds em 72 maneiras sem
produzir alteracdo, pela regra do produto, tem-se:


https://pt.wikipedia.org/wiki/Mega-Sena

1 -(n—1)!
Pc:n!-——%(n ):(n—l)!l
n n
2.
5! 8! 5.4-3" 82.7-6-5-4F 700 B
d. . == . —
21(5 —2)! 418 —4)! 237 4.3-2-47
| |
b. > 8 =140 W
2(5—4) 2(8—2)

c. Se o presidente for homem:

4! !

13- . 8 =4 378
214 —2)! 348 —3)!

Senao:

5! 7!

13- . = 4550
215 —2)!  31(7 — 3)!
Entdo, pela regra da soma: 4 378 + 4 550 = 8 928. &
3.
mateic (MEta+t+et+itc)! 10! B

*Flo B mlaltlelile! = ey - P20

b. Se agruparmos as consolantes e vogais, temos dois conjuntos de permutacées, aqueles iniciados por
vogais e aqueles iniciados por consoantes. Logo,

51 4!

Fellivo Bedrve 2= gy g 2= 720M

4.

—1 ~1
a.n-—k(k2 ) fpp. =1 ):%k-(k—1+n—1)
_ nk(n+k—2)
N 2
b nin—1) k(k—1) _nk(n—l)(k—l).
2 2 2



Conforme demonstro na lista 5, tépico 1, exercicio 3, quaisquer par de nimeros a, b € N tais que a >
1eb > 1 podem ser escritos como produtos de poténcias dos mesmos 7 niimeros primos p, ainda que
por diferentes expoentes (k e [). Por exemplo:

k1, ko ks k., IS I,
a=p; Py'pP3 ---Py b=pipyps...p

Se para todo 7, 0 < l; < k;, b trata-se de um divisor de a. Assim, para aferir a variedade de divisores
d,, de a necessitamos contabilizar o produto da quantidade de niimeros primos P significativos pela

quantidade (k; 4+ 1) de expoentes possiveis, os quais podem ou ndo serem iguais a 0, portanto:

dq = ﬁ(kz+l).

=1

6.

Pelo método de Euler, podemos aferir que o niimero de combinagdes com repeticdes R é:
4+3—-1 6 6!
3 3) 316 —3)!

aaa aab aac aad abb
abc abd acc acd aad
bbb bbc bbd beec bed
bdd ccc ced cdd ddd

As combinacgdes sao:

7.

a. Utilizando o método de "bolas e barras" tem-se:

3—1+16 18 18!
R@Jﬁy_( 3-1 )"(2)“mu8—2ﬂ"w3-

b. Por solugdes inteiras positivas infere-se &, Yy, 2, > 1. Possuimos a férmula para resolver uma
equacao ndo negativa, entdo venhamos a reformular a inequagdo nestes termos:

l.Sejaa=xz—1,b=y—1,c=2z—1ed=1— 1, entdo
r+y+z+t<14d — a+b+c+d<9
2. Seja f uma varidvel de "folga", tal que 0 < f < 9, entdo

atbt+ctd+f=9



Finalmente, aplicando-se o método,

R(5,9) = (5;14{9> = (143> = 4!(%314)! — 7151

c.Seja0 < f <21: feN

4—-1+21 24
r+y+z+f=21..R(4,21) = =
4—1 3
24!

= 3ia gy 2% "

8.

|
a.C(8,4):4' 8 =701

(8 - 1)1

b. Para qualquer numero binario com uma quantidade impar de digitos é possivel haver um nimero com
maioria de digitos 1 ou, sendo, de digitos 0. Os quais, por simetria, ocorrem em mesma quantidade.

Assim, seja 215 quantidade de niimeros binarios distintos de 15 digitos (evento A), os niimeros aqueles

onde a quantidade de 0 predomina ocorre apenas para metade destes (evento B). Assim, pela regra do
produto:

1
]AxB\=]AHB|:215-§=214I

c. A quantidade de sequéncias binérias de m digitos as quais contém, em qualquer ordem, k = |_n / 2J
zeros € dada pelo conjunto R(n, k) de k combinagdes de 1 objetos distintos os quais podem ocorrer

cada qual até k vezes e somados totalizam k itens.

R, k) <n+k—1)

k

9.

a. Vamos representar uma sequéncia de p digitos 0 e ¢ > p — 1 digitos 1 sem formar pares de digitos 0
por

1...101...101...1 .2y + 22+ ---+Tpt1 =¢q

—— N N~
T1 T2 Tp+1

Nas "urnas" 1 e p + 1 pode haver qualquer nimero de digitos 1, isto €, Z1, 1 > 0, mas na "urnas"

2 a p devem haver pelo menos um digito 1 cada, de morma que X2, . . ., Ty = 1. Podemos uniformizar

estas variaveis pela substituigio 21 = T1,22 = T2 — 1,...,2, = ), — 1,241 = Tp;1. Agora

todos os z; > 0 e ficamos com a equagdo



21+22+"'+Zp+1:q—(p—1)

<p +1 —p1++1q_—1(p - 1)) _ (q ; 1)

solugdes, como queriamos demonstrar. [ll

Esta possui

b.Seja f(n) ={z1,... 2, ;2 €N, 0< 2z < 1,2; + x;;1 # 0}.

o Para f(0) a sequéncia binéria resultante é nula f(0) = &. Na sequéncia nula ndo h4 pares de
zeros, ou mesmo quaisquer digitos, entdo esta é um exemplo de sequéncia que ndo possui pares de

zeros: | f(0)] = 1.

o Enquanto, para f (1) ha duas sequéncia binarias possiveis : {0, 1}. Mas nenhuma destas possui

pares de zeros, logo | f(1)| = 2.
A partir de entdo, demonstraremos a propriedade apresentada por inducao finita:
e Para o caso base 7 = 2 os niimeros binarios possiveis sdo:

00 01 10 11
Destes, apenas um consiste em um par de zeros, logo |f(2)| = 3 = |f(0)| + |[f(1)| O

e Hipétese de indugdo: se | f(n)| = [f(n — 1)| + |f(n — 2)| paratodon € N, entdo |f(n +

DI = f(n)] +[f(n 1)
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