Planos Tangentes e Aproximacoes Lineares

Planos tangentes

Suponha que f tenha derivadas parciais continuas. Uma equacdo do plano tangente a superficie z =
f(x,y) no ponto P(zg, Yo, 2o) é dada por

z — 20 = fu(zo,y0)(x — z0) + £ (%0, Y0)(y — %0)

Exemplo

Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico z = 222 + 2 no ponto (1,1, 3).

Resolucao

Seja f(z,y) = 22> + y%. Entio

Portanto, temos a equacéo do plano tangente em (1, 1, 3) como

z—3=4(x—-1)+2y—-1) = z=4zx+2y— 3N
Aproximacoes lineares

Para funcoes de uma tnica variavel

Dada uma fungéo f () continua e uma variével real & cujo valor é préximo de uma constante @, temos:

f(z) ~ f(a) + f'(a)(z — a)

Tal qual ilustra o seguinte grafico:
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Ou seja para valores proximos de @, a curva descrita pela fungdo f (a:) se aproxima de uma reta que

contém o valor @. Desta forma, é possivel utilizar uma fungio afim L(x) de maneira a obter uma
aproximagédo da fungio geral f(x), tal que L(z) = f(a) + f'(a)(z — a) = f(z). Onde L(z) ¢
denominada a linearizagéo de f no ponto a.

Exemplo

Calculemos o valor aproximado de v/25.

Resolucao
1. Seja f(x) = 3 , 0 problema consiste em encontrar o valor de f(25).

2. Precisamos de um valor préximo de 25, do qual saibamos qual é a raiz cibica. Sabemos que

f(27) = 3, entdo usemos a = 27.

3. Derivando f() e encontrando o valor de f'(a):
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4. Usando a aproximacao linear:
, 2
£(25) = £(27) + f/(27)(25 - 27) = 3 — - ~ 2,926
5. O resultado 2,926 é um valor bem proximo, e portanto uma boa aproximacao, do valor real 2,924.

Para funcoes com duas variaveis

O mesmo procedimento pode ser realizado uma fungdo com duas variéveis f (:B, y) fazendo uso de suas

derivadas parciais de x e y: f, e fy Tal que chegamos na seguinte férmula:



L(z,y) = f(a,b) + fa(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b) = f(z,y)

Onde a e b sdo constantes tais que T ~ a e Yy = b.

Para funcoes com trés ou mais variaveis

De forma analoga, temos:

L(z,y,2) = f(a,b) + fz(a,b,c)(z — a) + fy(a,b,c)(y — b)
+f.(a,b,¢)(z — ¢) = f(x,y, 2)

E assim por diante.

Diferenciabilidade

Se z = f(«,y), entdo f é diferenciavel em (a, b) de Az puder ser expresso na forma
Az = fy(a,b)Az + fy(a,b)Ay + e1Az + e3Ay

onde tanto £1 e €2 — 0 quando (Az, Ay) — (0,0)

Ou seja, uma funcdo é diferenciavel se, e somente se, sua aproximacao linear fornece uma boa
aproximacdo para f (a:, y) para valores proximos de f (a, b).

Teorema

Se as derivadas parciais f; e f, existirem perto do ponto (a, b) e forem continuas em (a, b), entdo f é

diferenciavel em (a, b).
Diferenciais

Para funcoes de uma tunica variavel

Para uma fungdo de uma tnica variével, y = f (:1:), definimos a diferencial dz como uma variavel

independente; ou seja, dx pode valer qualquer niimero real. A diferencial de Y é definida como

dy = f'(z) dz
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Para funcoes de duas variaveis

Para uma funco de duas variaveis, 2 = f (:I:, y), definimos as diferenciais d& e dy como varidveis

independentes; ou seja, podem ter qualquer valor. Entdo a diferencial dz também chamada de
diferenciacao total, é definida por

dz = fo(2,y) dz + fy(2,y) dy = 7= dz + 3y dy

Algumas vezes a notacdo utilizada para a diferenciagéo total é d f .

E assim, com a notacao diferencial, a aproximacao linear pode ser escrita como

f(z,y) = f(a,b) +dz
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Para funcoes de trés variaveis



Analogamente,
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