Resolucao da Lista 5 da disciplina de Matematica
Discreta

Feita por Guilherme de Abreu Barreto!
1. Algebras booleanas

1.

a.(a' +b)c

b.bc + ca = c¢(a + b). Forma dual: ¢’ + a'V/;

ca+b +¢;

d.ab(b+ ') = abb + abc’ = (ab) + (ab)c’ = ab. Forma dual: @’ + b';

e.(a +0)( + ) +a);

2.
A algebra booleana esta definida nos seguintes termos:
e Existe um conjunto (no caso, B) contendo pelo menos dois elementos ditos especiais:
o 0 elemento nulo aditivo (no caso, 0);
o 0 elemento nulo multiplicativo (no caso, 1);
e Existem duas operacdes bindrias (que relacionam dois elementos):
o Adicao (no caso, +) e
o Multiplicagdo (no caso, *).

. ~ ;. . !/ .
« Existe uma operagdo unaria que associa cada elemento £ € B a um elemento ' € B denominado
seu complemento.

~ - . / e~
o No caso, a operacdo é denotada pelo sinal ' e os elementos complementares entre si sdo @ com
f,bcome, ccomd, 0 com 1.

Fica demonstrada a relacdo de 48 com a élgebra booleana.

3.


https://drive.google.com/file/d/1JX_Jk-oXc0ykWU80bwci9KUI99Dc6PRV/view?usp=drive_web&authuser=0

a. Para qualquer @ € D tem-se:
e a+1=mmc(a,l) =aq;
e ax N =mdc(a,N),comoa < N, N | aentiomdec(a, N) = a

b,c e d. Uma séxtupla de elementos constitui uma algebra booleana se cinco propriedades sao satisfeitas,
demonstradas a seguir, Va, b,c € N — {1, 0}

P1. Comutatividade

e a + b =mmec(a,b) = mmce(b,a) =b+ q;
e a xb=mdc(a,b) = mde(b,a) = b *a;
P2. Associatividade

e (a +b) + ¢ = mme(mme(a,b),c) = mme(a, mme(b,c)) = a+ (b+ c);
e (a xb) * ¢ = mdc(mdc(a,b),c) = mde(a, mde(b,c)) = (a*b) xc

P3. Distributividade

e a + (b c) = mmc(a, mde(b, ¢)) = mde(mme(a,b), mme(a,c)) = (a+b) * (a +

c);
e a x (b+ ¢) = mdc(a, mme(b, c)) = mme(mdc(a,b), mdc(a,c)) = (a*b) + (a *

c);
Prova

Quaisquer nimeros a, b € N tais que @, b > 1 podem ser escritos como produtos de poténcias dos

mesmos 7 niimeros primos P, ainda que por diferentes expoentes (k e 0)?:

n n
a=]]e"  b=]]w
i—1 i—1

Assim, as expressoes mmc(a, b) e mdc(a, b) podem ser descritas enquanto uma decomposi¢ao de
nimeros primos? da seguinte maneira:

max(ky,l1) max(kg,l2) max (kn,ln) max(k;,l;)
mmc(a,b) = p; Do e H

min(ki,l1),_min(ks,l2) IIllIl (Knsln) min(k;,l;)
mdc(a,b) = p; Dy ) H

Onde maz(a, b) e min(a, b) tratam-se das fungdes N2 — N que escolhem o maior e 0 menor valor
entre aqueles fornecidos, respectivamente.



Lema: As operagdes de maximo e minimo sao distributivas entre si.

Procederemos por exaustdo. Temos 6 casos a considerar:

ea<b<c
o max(a, min(b,c)) = max(a,b) =b
min(max(a,b), max(a,c)) = min(b,c) = b

o max(a, min(b, c)) = max

o min(a, max(b,c)) = min(a,c) = a

max(min(a,b), min(a,c)) = max(a,a) = a

a<c<b

o max(a, min(b,c)) = max(a,c) = c

min(max(a, b), max(a,c)) = min(b,c) = ¢

o min(a, max(b,c)) = min(a,b) = a

max(min(a,b), min(a, c)) = max(a,a) = a

b<a<ece

o max(a, min(b, c)) = max(a,b) = a

min(max(a,b), max(a,c)) = min(a,c) = a

o min(a, max(b,c)) = min(a,c) = a

max(min(a, b), min(a,c)) = max(b,a) = a

b<c<a
o max(a, min(b,c)) = max(a,c) =a
min(max(a,b), max(a,c)) = min(a,a) = a

o min(a, max(b,c)) = min(a,c) = ¢

max(min(a, b), min(a, c)) = max(b,c) = ¢

c<a<b

(a,c) =a
) = min(b,a) = a

min(max(a, b), max(a, c)

o min(a, max(b,c)) = min(a,b) = a

max(min(a, b), min(a, c)) = max(a,c) = a

c<b<a



o max(a, min(b,c)) = max(a,c) =

a

min(max(a,b), max(a,c)) = min(a,a) = a

o max(a, min(b,c)) = max(a,c) =
min(max(a, b), max(a, c)

(
)
(
) =

min(a,a) =

Corolario: As operacdes de mmc e mdc sdo distributivas entre si.

max (ki,min(l; ,m;)
mmc(a, mde(b, ¢)) I I womnin(lm

= mdc(mmc(a, b), mmc(a, c))

n
min(k; ,max(l;,m;))
mdc(a, mme(b, c)) H

= mmc(mdc(a, b), mdc(la, c))

P4. Identidade
e a+1=mmec(a,l) =a
e ax N =mdc(a,N) =a

P5. Complementariedade

n

_ H p?in(max(ki,li ),max(k;,m;))

1=1

o - max(min(k;,l; ),min(k;,m;))
= sz'

i=1

e« a+ad =mmc(a,N/a) = N,se N/ata

e axa' =mdc(a,N/a)=1,5e N/ata

Assim,a & = <D N, +, %', 1, N > tal qual definida pelo enunciado pode constituir uma algebra

booleana, a depender do valor N € N. Analisemos os casos apresentados: D7y, D15 e D1 8. Nestes
trés as propriedades P1 a P4 se sustentam, mas a propriedade P5 apresenta divergéncia:

D5 :
a a’ mmec(a,a’) mdc(a,a’)
1 15 15 1
3 5) 15 1
) 3 15 1
15 1 15 1

D70 .




a a’ mmc(a, a’) mdc(a,a’)
1 70 70 1
2 35 70 1
5 14 70 1
7 10 70 1
10 7 70 1
14 5 70 1
35 2 70 1
70 1 70 1
Dlg .
a a mmc(a, a’) mdc(a,a’)
1 18 18 1
2 9 18 1
3 6 3
6 3 3
9 2 18 1
18 1 18 1

Destes trés conjuntos, apenas os dois primeiros conjuntos satisfazem a definicdo de algebra booleana. ll

e. Prosseguiremos em nossa demonstracdo por contradicdo. Por hipétese, [Jy constitui uma algebra
booleana e possui a propriedade de complementariedade p * p' = mdc(p, N/p) = 1, onde 1 <
p < N.Também, N | pe N | p?. Assim,

N=p-p L v
N:p2-(p2)l --p _(p) p

E portanto, p * p' = mdc(p, p') = mdc(p, (p?)' - p) = p, chegamos a uma contradicdo. Logo,
ndo é possivel DDy constituir uma 4lgebra booleana se esta contém tanto a p e pz. |

4.

a. Usando as definicdes das operacdes *,+ e obtemos os seguintes resultados quando os valores de a, b
e csdo 0 ou 1:

Paraab + ¢ = (a + ¢)(b + ¢):



ab+c

(a+c)(b+c)

ab

(b+c¢)

(a+c)

Para (a + b)c = ac + be:

(a+b)c

(a + b)




a b c ac bc ac + be

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 1

1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

b.

a b a+b ab a't’ (a+0b)
0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0

a b ab (ab) a +b

0 0 0 1 1

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 0 0

5.

aa+adb=(a+d)(a+b)=1a+b)=a+Db
b.a+ab+b=(a+ab)+b=a+b
ca+bla+c)=a+ba+bc=(a+ba)+bc=a+bc=(a+b)(a+c)

dat+b+abc=a+ (b+a)(b4+V)b+c)=a+b+adc=
b+ (a+ad)(a+c)=a+b+c
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2. Expression for Integers as Powers of Same Primes. Disponivel em:
https://proofwiki.org/wiki/Expression for Integers as Powers of Same Primes. Acesso em: 28 nov. 2021.

3. GCD and LCM from Prime Decomposition. Disponivel em:
https://proofwiki.org/wiki/GCD and LLCM from Prime Decomposition. Acesso em: 28 nov. 2021.

4. Boolean algebra. Disponivel em: https://en.wikipedia.org/wiki/Boolean algebra#Duality principle. Acesso em: 28 nov. 2021.



https://proofwiki.org/wiki/Expression_for_Integers_as_Powers_of_Same_Primes
https://proofwiki.org/wiki/GCD_and_LCM_from_Prime_Decomposition
https://en.wikipedia.org/wiki/Boolean_algebra#Duality_principle

