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1. Reduccion

Queria irme directo al teorema de Rice, pero necesitamos saber un poco
de reduccion. Como ya habran visto en su camino por la facultad en las ma-
tematicas se trata de buscar problemas similares a uno que ya se haya resuelto,
ver como reducirlo al ya resuelto y no hacer mas, pues si un problema puede
por pasos sencillos convertirse en uno que ya resolvieron practicamente ya esta
resuelto también.

Antes de resolver, si se sabe de antemano que hay un problema que busque-
mos por donde busquemos no tiene solucion, reducir nos puede indicar problemas
similares que tampoco tienen solucion.

Del texto anterior recordemos las definiciones:

Definicién 1 Un conjunto es recursivamente enumerable (r.e.) si el L(M) para
alguna mdquina de Turing M, es decir L(M) es el conjunto de cadenas aceptadas
por la mdquina M, entonces el conjunto L es recursivamente enumerable si es
aceptado por alguna mdquina de Turing M.

Definicién 2 Un conjunto es recursivo (r.) si el L(Mr) para alguna mdquina
de Turing total M. Una mdquina de Turing total es aquella que acepta o rechaza
todas las cadenas, sin nunca entrar a un ciclo infinito.

Y una definicién extra que no estaba en las notas pasadas:

Definicién 3 Un conjunto es co-recursivamente enumerable (co-r.e.) si su com-
plemento es recursivamente enumerable.

Dado que el problema de la detencién (HP) es un problema que sabemos
es indecidible (el lenguaje no es recursivo), y hasta podriamos considerarlo el
ejemplo paradigmético (aqui hablo muy informalmente), la idea es reducir el
problema de la detencién, que sabemos indecidible, a algin otro para ver que
al igual es indecidible.

Definicién 4 Dados los conjuntos A C ¥* y B C A*, una (muchos-uno) re-
duccion de A a B es una funcién computable:

oY — A¥
tal que para toda x € ¥*:

r€A < o(x)eB



Si recuerdan en unas notas pasadas que hablamos del homomorfismo, o es
algo similar, toda cadena en A va a una cadena a B bajo o, aunque en este
caso la funcién no requiere ser sobre o uno a uno, basta con que sea total y
efectivamente computable. No considero necesario ahondar mucho en ello a esta
altura, pero si no, pregunten.

Cuando se cumple lo de la definicién decimos que A es reducible a B a través
del mapeo o, lo que para escribir en corto se pone como A <,, B. La m hace
referencia a muchos-uno (many-one), ya que no es sobre ni uno a uno, identifica
a esta relacién.

Un teorema que serd de ayuda pronto:

Teorema 1 Sean A y B dos conjuntos, tenemos:

1. 8i A <,, B (A es reducible a B) y B es un conjunto recursivamente
enumerable, entonces A también lo es. De manera equivalente si A <,, B
y A no es un conjunto recursivamente enumerable, entonces B tampoco lo
es.

2. 81 A <,, By B es un conjunto recursivo, entonces A también lo es. De
manera equivalente si A <,, B y A no es un conjunto recursivo, entonces
B tampoco lo es.

Usando lo visto hasta ahora para un ejemplo, sea el conjunto

FIN = {M|L(M) es finito} (1)

Ni este conjunto ni su complemento son recursivamente enumerables. Como
se imaginaran la idea es reducir el problema de la detencién a ambos conjuntos,
aunque ahora nos conviene reducir su complemento, que se escribe ~ H P, dado
que H.P. no es recursivo pero si recursivamente enumerable, su complemento no
es recursivamente enumerable. Tenemos

~ HP = {M+#ax | M no se detiene con z}

Que se reducirad a ambos conjuntos

1. ~HP <, FIN,

2. ~HP <,,~ FIN

De tener estas reducciones, por el teorema arriba mencionado ya tendriamos
la demostracién. Sabemos que H P no es recursivo,y atn peor, ~ H P, su com-
plemento, ni siquiera es recursivamente enumerable. Ello implicaria que ni FIN
ni su complemento serian recursivamente enumerables.

Vamos a construir un mapeo que vaya de las cadenas aceptadas por ~ HP,
es decir, de M#x a cadenas en FIN, que las vamos a denotar como o(M#x),

de esta forma construiremos la maquina de Turing a la que le daremos como
entrada el conjunto finito, es decir:

M' = o(M#x)
Si M no se detiene con & <= L(M’) es finito

Dada M#zx construimos M’ tal que al darle como entrada y sucede:



1. borra la entrada y

2. escribe en la cinta la cadena z (x ya estd guardada en la maquina M, solo
es traida de memoria y se pone en la cinta para manipularla)

3. corre la méquina M (también guardada en alguna parte de la memoria de
M) con entrada x

4. la cadena y es aceptada si M se detiene con x.

Entonces si en el paso tres la maquina M no se detiene con z, la maquina
M’ tampoco se detiene, no sigue al paso 4, no acepta y, sea lo que sea y, el
conjunto que acepta es el vacio. Si por el contrario la maquina M se detiene
con z la méquina M’ sigue al paso cuatro y acepta y (no importa que sea y, ya
hasta la borramos y atin asi la acepta). Como acepta cualquier y pues entonces
es un conjunto infinito de cadenas (y € ¥*). Resumiendo:

M se detiene con z = L(M') =X* = L(M’) es infinito
M no se detiene con v = L(M') =0 = L(M’) es finito

Como pueden ver M’ depende del problema de la detencién, que la maquina
M se detenga con la cadena x, como ese problema no es recursivamente enume-
rable, entonces el problema de saber si la maquina que acepta las cadenas de
un lenguaje finito tampoco es recursivamente enumerable.

Lo que hicimos fue construir una méquina que reducia el complemento del
problema de detencién en el problema de aceptar cadenas finitas ~ HP <,,
FIN (cuando M no se detiene entonces M’ acepta cadenas de un lenguaje
finito, en particular el conjunto vacio). Por lo tanto ya que el complemento
del problema de detencién, que no es recursivamente enumerable, se reduce al
problema dado, entonces este tampoco es recursivamente enumerable.

Algo similar s hace para ~ FIN. Ahora se reduce ~ HP a ~ FIN, que es
equivalente a reducirﬂ HP a FIN a partir de un mapeo 7 tal que:

M#x € HP < 7(M+#z) € FIN
Con M#x construimos M" que en la entrada y:
1. Escribe y en una segunda cinta
2. Escribe z en la cinta original
3. Corre M con x por |y| pasos
4. Si M no se ha detenido en esos pasos acepta, de otra forma rechaza

Asi HP se reduce a FIN, sacamos el complemento y tenemos lo que buscaba-
mos.

1Es equivalente operativamente, pero los resultados deben analizarse con el complemento.
Es decir, esta reduccién nos dice que FIN no es recursivo, pero lo que queremos demostrar es
que no es recursivamente enumerable, para eso necesitamos ver los complementos.



Teorema de Rice
En cada conjunto recursivamente enumerable podemos definir una propiedad

Definicién 5 Una propiedad de un conjunto recursivamente enumerable es un
mapeo del tipo:

P : {subconjuntos r.e. de X*} — {T, L},

Donde T se refiere a verdadero y L a falso, asignaciones logicas. Un ejemplo
de estas propiedades seria:

P(A) =

T siA=10
L si A#(

Es decir, saber si un conjunto (no una méquina) es vacfo, por ejemplo, si
yo digo que A es el conjunto recursivamente enumerable (que lo puedo meter a
una méquina de Turing y acepta o rechaza o entra en un ciclo infinito) de las
cadenas de longitud n, esta propiedad me dirfa si tal conjunto es vacio o no.

Teorema 2 (Teorema de Rice) Toda propiedad no trivial de un conjunto re-
cursivamente enumerable es indecidible.

Para poder inspeccionar estas propiedades lo hacemos a través de una maqui-
na de Turing, las propiedades deben estar escritas de tal forma que sean una
cadena aceptada por una maquina.

Pero una parte importante es saber qué es trivial y qué no lo es. En este
caso no trivial es que la propiedad no sea universalmente falsa ni universalmente
verdadera, que al menos existe un elemento que cumple la propiedad y al menos
uno que no la cumple.

Para entender un poco mejor esto veamos la demostracién:

Demostracion 1 Sea P una propiedad no trivial de un conjunto recursivamen-
te enumerable, supongamos, sin perder generalidad, que esta propiedad es falsa
para un conjunto vacio, P(0) = L (bien podria ser cierta e igual se puede conti-
nuar la demostracion, esta decision es, como se imaginardn, para tener definido
el caso base). Como ya dijimos que P es no trivial entonces eziste al menos un
conjunto A para el cual la propiedad es verdadera, P(A) = T. Sea K la mdquina
de Turing que acepta el conjunto A.

Como ya lo hemos hecho antes, vamos a apoyarnos del problema mds famoso
de indecibilidad, el problema de la detencidn (halting problem HP), para ver que
esta propiedad tampoco es decidible. Vamos a escribir HP de forma reducida
como {M|P(L(M)) =T}, es decir, todas las mdquinas M tales que su conjunto
recursivamente enumerable asociado tiene dicha propiedad como verdadera.

Construimos una mdquina M’ relacionada a la mdquina M de la forma
M' = o(M+#zx) (M' es una variante de M a la que ademds se le ha anexado
una cadena x, en la definicion de M’ de incluye, de alguna manera, la definicion
de M y una cadena estdtica x).

Hasta aqui ya llevamos tres maquinas definidas, K que al momento no hemos
dicho como va a usarse, M que son las mdquinas que aceptan como lenguaje
el conjunto para el cual la propiedad es verdadera, y M’ la mdquina definida



a partir de una x y la descripcion de la mdquina M, desbaratemos un poco el
nudo viendo mds de la construccidn de M’.

Cuando a la mdquina M’ se le da como entrada la cadena y sucede lo si-
guiente:

1. guarda y en algun lugar separado de la cinta

2. escribe x en la cinta (x ya estaba guardada en algin lugar de la mdquina,
por ejemplo una cinta e solo lectura, en este paso es puesta en la cinta en
la que se puede manipular)

3. corre M para la entrada x (igual, M es traida desde algin lugar de la
memoria de la mdquina M', esto no se le da en la entrada)

4. si M se detiene en x (recuerden que es una descripcion de H.P.) ahora
M’ corre K con y como entrada y acepta si K acepta.

Aqui el paso crucial es el tercero, M puede detenerse o no con x (si x no
cumple la propiedad la mdquina no se detiene). Si M no se detiene con x en el
paso cuatro M’ rechaza la entrada y (no tiene que correr a K, sélo rechaza). En
cambio, si M se detiene con x se pasa al paso cuatro, se le da y como entrada
a K, esta y es aceptada por M’ si es aceptada por K.

Las opciones se ven asi:

M se detiene conx = L(M')=A = P(L(M"))
M no se detiene con v = L(M') =0 = P(L(M’))

=PA)=T
=P)=1L

Como en el ejemplo de la seccion anterior hemos reducido el problema de
la aceptacion a este problema, es decir HP <,, {M | P(L(M)) = T}, por
el teorema de la seccion anterior entonces {M | P(L(M)) = T} tampoco es
recursivo, entonces el lenguaje que satisface la propiedad P tampoco es recursivo
(pero si es recursivamente enumerable, eso ya lo tenia por default), por ende
tampoco es decidible.

Pero hay una parte dos de este teorema, porque el primero fue un éxito
en taquilla... no, porque es una cosa un poco mas especifica, para propiedades
monaotonas.

Definicién 6 Una propiedad P : {Conjuntos r.e.} — {T,L} de los conjuntos
recursivamente enumerables es mondtona si para todos los conjuntos r.e. A y B,
st A C B entonces P(A) < P(B), donde el orden se especifica como 1. < T. Para
ponerlo menos revuelto, todo subconjunto de un conjunto mds grande hereda sus
propiedades.

Por ejemplo FIN que vimos en la seccién anterior es monétono, todo sub-
conjunto es finito también. Vamos al teorema.

Teorema 3 Ninguna propiedad mondtona de un conjunto recursivamente enu-
merable (r.e.) es semidecidible. Es decir, si P es una propiedad no-mondtona
de conjuntos r.e., entonces el conjunto Tp = {M | P(L(M)) = T} no es recur-
sivamente enumerable.

Ya de ese mas o menos pueden hacer la demostracion.



Jerarquia aritmética

Hasta el momento hemos encontrado un problema paradigmatico para es-
tablecer los limites de lo que es computable y lo que no, el problema de la
detencién (H.P. por sus siglas en inglés). A partir de él podemos catalogar el
resto de problemas que nos encontremos si H.P. o su complemento, H.P. puede
reducirse a ese otro problema.

Decimos que un problema B es Turing reducible a A, y lo escribimos A < B.
De acuerdo a esa relacién podemos clasificar los tipos de lenguaje como:

» 29 = { lenguajes recursivamente enumerables}
» AY = { lenguajes recursivos}

- 20 41 = {lenguajes recursivamente enumerables en algin L € »o1

A° +1 = {lenguajes recursivos en algin L € A%}

» 119 = {complemento de lenguajes en ¥}

Esto se puede verbalizar en forma sintactica como:

Un lenguaje es recursivamente enumerable si y solo si existe una propiedad
R decidible de pares de cadenas tal que L = {«|38 tal que R(«, 5)}.

De esta forma se puede escribir nuestro problema paradigmatico como:

HP = {{M#«a)|3x.M se detiene con « en x pasos}

Y el problema de la pertenencia:

MP = {{M#a)|3z.M acepta a « en x pasos}

Sabemos que ambos problemas son recursivamente enumerables, en este caso
podemos identificarlo con sélo escribir el enunciado de la forma mencionada:

» Un lenguaje L estd en 30 si y sélo si existe una propiedad R (n + 1)—ariaE|
decidible tal que

L = {a|§|51.Vﬁ2~nﬁnR(a7ﬁl”'v Bn)}

» Un lenguaje L estd en 112 si y sélo si existe una propiedad R (n + 1)-aria
decidible tal que

L= {a|V51352ﬁnR(a, 51..., Bn)}
» Finalmente A2 = 2 N 112
De esta forma, todos los problemas que son recursivamente enumerables

pueden escribirse de la primera forma, y los que no son ni siquiera recursivamente
enumerables, de la segunda forma.

2Es decir, una propiedad es binaria si sélo es para un miembro en relacién a la cadena
mencionada: R(a, 3). Serfa terciaria si s relacién a otros dos objetos: R(«, 3,7), etc.
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