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Lema del bombeo para lenguajes independientes
de contexto

Como vimos en nuestro capitulo anterior existe un lema del bombeo para
lenguajes regulares, que nos ayuda a demostrar que un lenguaje no es regular.
Para lenguajes independientes de contexto tenemos su version que de manera
similar sirve para demostrar que un lenguaje no es independiente de contexto.

Si recuerdan de su tarea todo lenguaje regular puede ser expresado como una
gramdtica independiente de contexto (no necesariamente al revés), entonces el
lema es una ampliacién del anterior.

Lema 1 (Lema del bombeo para CFL) Para todo lenguaje independiente de
contexto A existe una k > 0 tal que para toda z € A de longitud al menos k
puede ser dividida en cinco subcadenas z = uvway tales que vx ¢ €, |vwz| < k,
y para toda i > 0, uwv'wz'y € A.

Son claras las diferencias con el lema del bombeo para lenguajes regulares,
pero ademas, para que vean de qué se trata el lema es 1til verlo en la forma
normal de Chomsky (de quien espero ya hayan escuchado su split con Bad
Religion). Podemos ver el drbol de generacién de un lenguaje independiente de
contexto.

Tenemos el lenguaje independiente de contexto, en forma normal de Chomsky,
A, siguiente:

S — AC|AB

A—a

B—=b

C — SB, (1)

que puede generar la cadena aaaabbbb a partir del arbol de generacion mostrado
en la figura

Para mostrar como es que el lema del bombeo para CFL es cierto tomamos
el paseo mas largo en el arbol, que corresponde al de la primera b, leyendo la
palabra de izquierda a derecha. La longitud de este paseo es de ocho aristas, y
s6lo hasta la tltima hoja se obtiene un simbolo terminal (en el camino intermedio
hay puras variables).



S

/\
A C
/ /N
a S B
/ /NN
a A C b
/) /N N\
a B

a S b
/) /N N\
a a A C b b
/) /N NN
a a a S B b b
/) /) /N N N\
a a a A B b b b
Y A A U U A
a a a a b b b b

Figura 1: Arbol de generacién para la cadena aaaabbbb con la gramatica dada
en la ecuacién [}

Aqui me podrian decir que todos los paseos que llegan hasta las hojas miden
ocho aristas, pero esto es un poco tramposo por como se dibujé el arbol, si
revisan bien la primera a, de izquierda a derecha, se obtuvo tras sélo dos arista,
asf como la dltima b (la que estd mds a la derecha, porque extrema derecha
suena muy feo) se obtuvo a las tres aristas. Las demds aristas son sélo para
tener a la misma altura la palabra ya final.

Pero entonces nos paramos en la primera b de izquierda a derecha, si recorre-
mos el arbol en direccién inversa nos detenemos en alguna variable que aparezca
més de una vez, viendo de abajo hacia arriba la primera que salta a la vista es
la S.

Ademés dividimos la cadena producida en subcadenas, de la forma que indica
el lema, como se puede ver en la figura [2a] Tenemos v = aa, v = a, w = ab,
x =byy=bb, que cumplen las condiciones del lema, ahora vamos a ver como
a partir de este drbol de produccién podemos generar una palabra uviwzly y
sigue siendo una cadena en el lenguaje independiente del contexto.

Para repetir las cadenas v y x las veces que sea necesario tomamos el sub
arbol derivado de la aparicién superior de S (la segunda marcada de abajo hacia
arriba), lo copiamos y lo pegamos en la primera aparicién de esa misma variable
(leida de abajo hacia arriba, la otra marcada), quedando algo como se muestra
en la figura

Si se repite este paso i veces tendremos que v y x se repiten i veces, y como
estd en el mismo arbol de generacién, sin romper ninguna regla, sigue siendo
parte del lenguaje independiente de contexto.

La prueba del lema va méas o menos asi, es la explicaciéon a groso modo,
ahora veamos una aplicacién:

Demuestra que el lenguaje {0"#0%"#03"|n > 0} no es independiente de
contexto.

Para hacerlo seguimos los pasos del juego como en el lema de bombeo para
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Figura 2: Figuras de los pasos para el lema del bombeo en gramaticas libres de
contexto.

lenguajes regulares:
1. Te dan una k > 0.

2. Tu eliges una z € A tal que |z| > k, en este caso puedes elegir z =
0% 402403 ya que z € A y |z| = k + 2k + 3k + 2, se suma un dos por
los simbolos # en la palabra.

3. Ahora el contrincante (el demonio, o quien quiera que sea) divide la cadena
que diste en subcadenas de forma que z = wvwzy con vz # € y Jvwz| < k.
No tiene que decirtelas, pero aun sin decirlas puedes ver que le vas a ganar
en el siguiente paso.

4. Eliges 7 > 0 para ver si con las cadenas dadas en el paso anterior puedes
hacer la palabra uv*wz'y y que siga siendo parte del lenguaje libre de
contexto.

Y ahi es donde vale, pues si el demonio elige una v o & que contengan el
simbolo (al menos uno) # ya le ganaste, pues al repetir esa cadena tendrds mas
de dos # en la cadena final, y ya no es parte del lenguaje.

Ahora imagina que el contrincante toma v y x que no contengan esos simbo-
los, entonces serian fracciones de las potencias, y al repetirlas ya no quedaria
la regla de potencia. Por ejemplo, toma v = 0F~™, v = 0™, w = #, 2 = 0° y
y = 02*=54#0%% | que cumple lo que se pide: vo = 0™0° # e y [vwz| = 0m#0° < k
si s+m 4+ 1 < k, que en parte es condiciéon para que tenga sentido su eleccion
de cadenas.



En este caso si construimos la nueva cadena uv'wazty = 0F ™0 #0502k~ 5403k
para cualquier ¢ > 2 esta cadena ya no es parte del lenguaje, no es un lenguaje
independiente de contexto.

Quiza la explicacién fue muy escueta, espero sea clara la idea, de cualquier
forma no dejen de consultarlo en su libro de preferencia.

Autématas de pila

Un autémata de pila no determinista es una ampliacién al autémata finito
determinista, se le agrega una cinta donde puede guardar, una memoria de pila
del tipo Last In First Out (LIFO, el dltimo entra, el primero sale). Su definicién
formal:

Definicién 1 Autémata de pila no determinista. Es una septeta
M = (Q? 2)F7 67 57 J—7F)7
donde

= ) es le conjunto de estados
= Y es el alfabeto de salida
= [ es el alfabeto e la memoria

" 0 C(Q X (BU{e}) xT) x (Q xT™*), la relacion de transicion.

Las funciones de transiciéon tendran como entrada (p,a, A), donde p es un
estado, a un simbolo del alfabeto de entrada y A un simbolo del alfabeto de la
cinta de memoria, dando como resultado la transicién a un estado q y escribiendo
en la memoria una cadena By Bs...By (B al inicio de la memoria y Bj al final),
un esquema de este autéomata se puede ver en la figura|3] no necesariamente es
un diagrama 1til para trabajar en ellos.
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Figura 3: Diagrama de un autémata de pila, p es el estado en que se encuentra,
la cinta superior guarda la cadena de entrada y la cinta de la derecha funciona
como memoria.



. Cémo trabajar con los autématas de pila no deterministas? Se pueden des-
cribir a partir de todas sus funciones de transicién, pero como ya nos acostum-
bramos, queremos hacer un dibujito con bolitas y ﬂechitasﬂ

Veamos un ejemplo:

El autémata de pila que acepta el lenguaje

{a'V/cFli, 5,k > 0,i=jVi=k}

Lo que hard sera guardar las a’s en la memoria y luego checar si las b’s o ¢’s
estan en la cadena en el mismo nimero jcémo sabe el automata si checa las b’s
o ¢’s? Ahf entra el no determinismo, supondremos que de avanzada el autémata
puede prever.

b,a — € c,e— €

€, e —> € €,€— €
o /qs\?ﬁ%@

U

a, € —a be— ¢ c,a —> €

Empezamos en el estado gy, ain no recorre la cinta de entrada y la de
memoria estd en blanco. Como el autémata es no determinista puede irse por
dos caminos, uno en el que checa las b’s y otro donde checa las ¢’s (en esta
construccién no puede checar los dos a la vez). Entonces sin tener nada en la
entrada, en la cinta, se pasa al estado g; y marca la cinta de salida con un $
como para decir “empezamos a contar”.

Ya en el estado ¢; empezamos a recibir las a’s, todas las que lleguen son
marcadas en la memoria y se sigue en el mismo estado, de ahi no nos movemos
hasta que llegue una b o una ¢, paso que hace de forma no determinista (sin que
lea nada en la cadena de entrada se pasa a los estados correspondientes, ¢» hace
el conteo de b’s, y g5 el de ¢’s).

Vamos a la rama para contar b’s, sin que se lea nada en la cadena/cinta de
entrada, sin leer nada en la memoria y sin escribir nada en ella el autémata
“adivina” que debe contar b’s y se pasa al estado ¢». Ya ahi, por cada b que
se lea en la cinta de entrada se lee una a, se mueve en ambas cintas a leer el
siguiente caracter y no escribe nada. Si no lee nada en la cinta de entrada y
lee un simbolo $ en la cinta de memoria se mueve al estado g3 que ya es de
aceptacion. Si llegan cualquier niimero de ¢’s, ya no importa, ya se contaron las
b’s, se aceptan y se queda como aceptado.

Si lo que va a contar son ¢’s el autémata, sin leer nada de entrada, leer nada
en memoria y sin escribir nada pasa al estado g4. En ese estado lo que sigue, si

1;Eso ayuda a nuestra comprensién de la idea? Esa es una buena pregunta que varios espe-
cialistas en ensenanza de las matemdticas se hacen, si las graficas o diagramas son realmente
esenciales para la comprension de las ideas, o sélo es una construccién para los que ya estan
acostumbrados a los métodos escolarizados. Hay personas con un conocimiento matemaético
funcional, pero no formal,que pueden entender conceptos elaborados, pero no de la misma
forma



la cadena estd en el lenguaje, es leer las b’s, pero como estas no se van a contar,
se leen sin leer nada en memoria y sin escribir nada en memoria, hasta que llega
una c.

Antes de leer la c el autémata “adivina” que ya vienen, y sin leer ni escribir
nada se pasa al estado g5 y aqui cuenta las ¢’s, por cada ¢ de entrada lee una a
en memoria y no escribe nada, las compara.

Si ya no lee nada de entrada y en la memoria hay un simbolo $ se pasa al
estado de aceptacion ¢g y se queda ahi (ya no hay nada por leer, ya se leyeron
las b’s).

No dejen de revisar més ejemplos, por el momento ahi lo dejo, y paso a la
equivalencia entre autématas de pila y gramaticas en forma normal de Greibach.

De forma normal de Greibach a autématas de pila

Antes de leer esta seccién recuerden ver las notas referentes a las formas
normales de Chomsky y Greibach, partiré de que saben como llegar a esas
formas, sobre todo la de Greibach que es la que necesitamos aqui.

Como segura ya vieron en notas o clases pasadas ya saben que hay limitacio-
nes para los lenguajes regulares. Hay lenguajes que no pueden ser aceptados por
un autémata finito determinista o no. En la jerarquia de Chomsky el siguiente
nivel de complejidad son las gramaéticas independientes de contexto. Algunas de
ellas pueden traducirse a un automata finito pero muchas otras van mas alld de
ese mecanismo. El siguiente paso en la representacion grafica de estos lenguajes
es el automata de pila.

Como ya vieron parrafos arriba el autémata de pila incluye una pila que
funciona como una memoria de acceso bastante limitado. Las graméticas in-
dependientes de contexto que pueden convertirse a forma normal de Greibach
pasan de manera directa a un autémata de pila (he ahf una de las funciones de
tener una gramdtica independiente de contexto en tal forma normal).

Para armar el autémata de pila se siguen las instrucciones a continuacién:

1. Poner la gramética en forma normal de Greibach (como ya saben, para
llegar a ella lo més facil es poner la gramética en forma normal de Chomsky
antes y partir de ahi).

2. Mandamos el simbolo inicial a la pila por la funcién de transicién
6((]07 €, J—) — (Q17 S J—)
donde qq es el estado inicial.

3. Para una produccién de la forma V; — aV;...V,,, la funcién de transicion
sera,

6(a1.0, Vi) = (g1, Vier:Vi)
4. Para una produccién de la forma V; — b la funcién de transicién sera

6((1171)7 ‘/1) — (qla 6)

5. Para aceptar la cadena dos funciones de transicién se agregan, una para
aceptar con pila vacia y otra al aceptar al llegar al estado de aceptacion.



Noten que solo hay tres estados, el inicial ¢g, un ¢; al que van todas las
producciones antes de aceptar y un estado final de aceptacién qy.

Para aplicar lo mencionado veamos un ejemplo.

Construye el automata de pila que acepta el lenguaje generado por la gramati-
ca

S — aB
B—bA|b
A — aB

Paso 1: Damos la transicién inicial para ir tomando en cuenta las produc-
ciones:

6((]07 €, J—) — ((hv S J—)

Paso 2: Convertimos las producciones del tipo V, — aV;...V,, y del tipo V,, — a
de acuerdo a las instrucciones:

d(q1,a,5) = (q1,B), de S
6(q1,b,B) = (q1,A), de B
8(q1,b,B) = (q1,¢€), de B
0(q1,a,A) = (q1,B), de A

Paso 3: Damos los estados finales

6(q17 €, J*) — (qf’ L)
5((]1’ € J—) — (qla 6)

Y listo, tenemos nuestro autémata de pila, no es necesario hacer el diagrama,
pero ya como se les haga mas facil. Basta con tener las funciones de transicién.

Extra

Ahora no tengo discos de punk relacionados, les tengo un programa de radio
sobre el antecedente latinoamericano y socialista del internet.

En Chile durante el gobierno de la Unidad Popular, encabezado por Salvador
Allende, se trabajé en un plan para interconectar a las empresas estatales por
medio de una red. Asi se podrian atender emergencias en produccién, transporte,
comunicacién, ademés de que todo seria transparente para la ciudadania.

Si quieren saber méas de esta historia, enterarse de como fue que se inicié y
porque no llegd a buen término no dejen de escuchar el programa dedicado, en ra-
dio ambulante: https://radioambulante.org/audio/la-sala-que-era-un-cerebro.

Si en esa liga no pueden descargar el podcast, bdjenlo de acé: https://play.
podtrac.com/npr-510315/edgel.pod.npr.org/anon.npr-mp3/npr/ambul/2019/
09/20190917_ambul_la_sala_que_era_un_cerebro.mp3
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