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Introduccién

Hasta este punto hemos hablado de la dispersiéon de Rutherford, de las
particulas y de los experimnentos para detectarlas, como les mencioné ese no es
exactamente el orden histérico.

Los experimentos de Rutherford, Geiger y Marsden mostraron que los ato-
mos tienen un nucleo positivo, pero estudios posteriores para obtener mas de-
talles al respecto mostraron que no solo hay interaccién coulombiana, hay otras
fuerzas dentro, y que ademads de protones en el nicleo hay neutrones.

En 1932 Chadwick, seguramente acompanado de un equipo mas amplio de
investigadores, descubri6 el neutrén. A nivel de particulas ya estudiamos los dos
constituyentes nucleares, ahora veamos como se comporta este objeto compuesto
llamado ntcleo.

Propiedades del niicleo

Etiquetado

Un nucleo lo nombramos igual que al elemento que pertenece, puede ser H,
He, C, Fe, U, etc., con ligeras diferencias. Tenemos un nicleo X, ademas de
ser identificado por el nombre, como redundancia es identificado por su Z. Lo
que define a un ntcleo justo es eso, su nimero atémico. Ademads agregamos la
cantidad de nucleones que posee, nétese que A no define que nicleo es, veamos
porque.

Tenemos nuestro nicleo X%, con Z protones y N — Z neutrones, de aqui
podemos identificarlo como respecto a otro niecleo A xr 2
= [sétopo: nicleos con el mismo nimero de protones pero distinto ntimero

de nucleones, A X% y A'X7Z son isétopos del nicleo X.

= [sobaros: nucleos con el mismo ntimero de nucleones pero distinto ntimero
z' .
de protones, 4 X% y AX'? son isébaros.

= [someros o resonancias: nicleos exitados a niveles mas altos de energia.

Masa del ntcleo

Ya vimos un poco de la convencién sobre como se etiqueta un nucleo y
algunos de los términos a usar, ahora vemos las caracteristicas del mismo.



Si tenemos un nticleo X% y queremos obtener su masa uno pensaria que
es tan facil como sumar la masa de los protones y neutrones que contiene:

M(AX%) = M(A,Z) = Zm, + (A — Z)m,,

Pero experimentalemente se encuentra que la masa del nticleo es menor a la
suma de las masas de sus constituyentes, es decir

M(A, Z) < Zmy, + (A — Z)m,,

Por ello es que los niicleones estan confinados en el ntcleo, es un estado
energéticamente mas favorable. Definimos el defecto de masa como

AM(A,Z) = M(A, Z) — Zmy, — (A — Z)ma,

que es un valor negativo, y es proporcional a la energia de enlace nuclear, de
la forma

B.E.= —AM(A, Z)c?

De esta forma B.FE. es la cantidad de energia necesaria para liberar a todos
los nucleones de su estado ligado como nucleo, Si AM (A, Z) es negativa, y por
ende B.E. es positiva, el nicleo es ligado, mientras mas grande sea el valor mas
ligado es.

La energia promedio para liberar un nucleén se da por la razén

B B.E. —AM(A Z)
A~ A A

Este valor es 1til pues pensariamos que la energia de enlace por nucleén
B/A, si todo se comportara bien, serfa una constante, mas su comportamiento
nos da mads caracteristicas de esta energia, como se puede ver en la figura
Para nucleos ligeros B/A oscila un poco, aumenta réapidamente y se satura,
alcanzando un pico alrededor de los 9 MeV por nucleén, que en el eje de las X
corresponde a un A = 60. Para A mayor, B/A decae lentamente. 8 MeV es un
valor promedio para estos nicleos restantes, nos sirve para ver que esperamos
obtener.

;,Cémo se calcula la masa de un ntcleo a partir de datos que conocemos?
Para obtener la masa la primera opcion es buscar la tabla de todos los isétopos,
eso es complicado y muy extenso, ademas de que puede cambiar dependiendo
del experimento. Lo siguiente seria tener el defecto de masa o la energia de
enlace. Usaremos esta opcién pero con unos valores reducidos llamados excesos
de masa

§(A, Z) = [M(Z, A)[uma) — AlkeV/c? ¢,

M(Z,A) es el valor experimental, pero lo empaquetamos en un nuevo valor
llamado exceso de masa, si queremos obtener la masa experimental de un nticleo
basta con tener su exceso de masa y el nimero de nucleones.

Para obtener la energia de enlace a partir de los exceso de masa
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Figura 1: Gréfica de energia de enlace por nucleén contra nimero de nucleones
A en el nicleo. Imagen de dominio publico

B.E. =Zmy + (A — Z)m, — M(A, Z)
=Z(8(1,1) + 1) + (A — Z)(6(1,0) + 1) — (3(A, Z) + A)
—Z6(1,1) + Z + A5(1,0) + A — Z6(1,0) — Z — 6(A, Z) — A
=Z5(1,1) + (A — 2)5(1,0) — 8(A, Z)

Veamos un ejemplo. Tenemos el oxigeno estable 202, el exceso de masa
del niicleo es (revisando https://www-nds.iaea.org/amdc/ame2016/mass16.
txt) 6(16,8) = —4737,00135 keV, siempre usaremos la del protén §(1,1) =
7288,97061keV y la del neutrén 6(1,0) = 8071,31713 keV, ahora calculemos la
energia de enlace del nticleo:

B.E. =85(1,1) + 85(1,0) — §(16, 8)
=8(7288,9706keV) + 8(8071,3171keV) + 4737,0013keV
=127619,3029keV

Un ejercicio util para aplicar esto, aunque no sé que tan 1til para la practica
de la fisica nuclear, es obtener la energia de separacién del iltimo protén y el
dltimo neutrén de un nicleo

B.E.(A,Z)— B.E(A—1,Z —1) =25(1,1) + (A — 2)5(1,0) — 6(A, Z)
—((Z = 151, 1) + (A= 1) — (Z - 1))5(1,0)
—§(A-1,Z 1))
=5(A—1,Z—1)+48(1,1) — 5(A, 2)

Algo similar se hace para el Ultimo neutrén.
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Tamanos del ntucleo

El tamano en un sistema cudntico se define como el valor promedio del
operador de coordenada en un estado propio, en un atomo este valor promedio
de coordenada se toma en el electron maés externo, pero como en el ntcleo
es dificil tener una expresién exacta de las fuerzas que actian se hardn otras
aproximaciones.

Pensemos en la dispersién de Rutherford, si el impacto de la particula con
el ntucleo es frontal, la particula serd retro dispersada, la distancia de maxima
aproximacién se da como:

min _ 22'€?

° 7 E
que se obtiene sacando el minimo en la ecuacién del campo eléctrico. Esta dis-
tancia de minima aproximacién es frontal, la particula (sea una «) rebota y lo
mas cerca que esta del niicleo es la primera aproximacion al tamanos del ntcleo.
Es una mala aproximacién pues estd una barrera coulombiana antes de que el «
pueda acercarse mas al ntucleo. Por ejemplo, para el oro y la plata esta aproxi-
macién da Ra, < 3,2x1072em. y Ray < 2 x 107 12em, que no son muy buenas
aproximaciones (mds adelante probaremos mejores).

Si aumentamos la energia de la « para pasar la barrera coulombiana llegamos
al extremo de que rJ"™ — 0. Una mejor manera de investigar el nicleo a altas
energia es usar un electréon, asi evitamos la accién de la interaccién nuclear
fuerte, con energia suficiente puede deducir la distribucién de cargas dentro
del nucleo, el radio de esta distribuciéon es una mejor aproximacién al radio
nuclear. A altas energia el momento magnético del electrén también interfiere
en la interaccién. Motts amplié la teoria de Rutherford para incluir la cudntica y
estudios sistematicos de electrones relativistas chocando con el nicleo se deben
a Robert Hofstadter.

Para una distribuciéon de cargas p(?) podemos definir el factor de forma de
la distribucién a partir de la transformada de Fourier:

P = [ dp(?)ed
0dao el espacio

Este factor de foma altera la seccién eficaz diferencial de las colisiones elasti-
cas de electrones desde centros puntuales:

do do
= _|F 2 =
dg? | (7” <dq2>Mott

<da> = 40052Q (da)
ds2 Mott 2 \dQ2 Ruther ford

Que le agrega la parte cudntica a la seccion eficaz de Rutherford.

La siguiente aproximacion se puede hacer con hadrones de altas energias,
como piones y protones, rompen la barrera coulombiana pero de manera andloga
a los electrones ahora pueden deducir la forma del nicleo pero sélo tomando en
cuenta la fuerza nuclear fuerte.

Todas estas aproximaciones nos dan un valor para el radio del ntcleo:

que a su vez



R=rgA3
~ 1,2 x 107 B Asem. = 1,245 fm.

Por ejemplo, para el 197 44™ su radio serfa R ~ 1,2(197)% fm = 6,9824fm,
un o6rden de magnitud menor que la aproximacion anterior.

Espines nucleares y momentos dipolares

Rememorando la parte de espin en particulas elementales, sabemos que los
protones y neutrones tienen espin //2 y un momento angular (entero) asociado.
La suma que ya conocemos de momento angular define el momento angular del
ntcleo, pero hay detalles. Por el momento la parte fenomenolédgica nos dice que:

= Ntcleos con nimero A par tienen espin nuclear entero
= Nicleos con nimero A impar tienen espin nuclear semi-entero

= Ncleos con ntimero par de protones y nimero par de neutrones (par-par)
tienen espin nuclear cero

= Nicleos muy grandes tienen espin nuclear muy pequeno en su estado base

= Hace pensar que los nucleones dentro del nicleo estan fuertemente apa-
reados

Por otro lado, el momento dipolar magnético para una particula cargada
esta dado por

7 =973,
2me

con e la carga, m la masa y ? el espin de la particula cargada; g es el factor
de Landé y es diferente para distintas particulas. Para los nucleones definimos
el magnetén nuclear (similar al magnetén de Bohr para electrones):

_eh
-~ 2mye’

HN

y a partir de él se define el momento magnético del protén y en neutron

Hp = 2779MN7 Hn = _1791/1'N

Son momentos magnéticos bastante grandes y anémalos, sobre todo para el
neutrén (jque es neutro!), lo que hizo sospechar que eran particulas compuestas.

Estabilidad de los ntcleos

Ya les he contado, ya saben un poco de su experiencia, que hay ntcleos
estables y otros que decaen facilmente en otros ntcleos. Si observamos lo que
los experimentos y observaciones nos dicen, para A < 40 el nimero de protones
y neutrones se mantiene igual (para los nicleos estables, recuerden), es decir
N = Z = A/2, pero para nicleos més pesados N = 1,77, en promedio hay 1,7



veces mas neutrones que protones, casi el doble pero no llega a tanto. El exceso
de neutrones evita que la inestabilidad por carga aumente. Una interpretacion
como islas puede verse en al figura

Las observaciones ademads nos dicen que los nicleos mas estables mas abun-
dantes suelen ser par-par.

N Z Numero de nicleos estables
Par Par 156
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Figura 2: Islas de estabilidad nuclear. Créditos de la imagen: ”File:Island of
Stability.svg”| by InvaderXan| is licensed under [CC BY-SA 3.0.

Inestabilidad del nicleo

La radiactividad fue descubierta por accidente en 1896 en el trabajo de Henry
Becquerel, observando un efecto de radiactividad natural en las sales de uranio,
un ntcleo bastante pesado.

Ya hablamos de los tres tipos de radiacion

= «, nicelos de * He?
= [3, electrones
= v, fotones de muy alta energia

En esos primeros estudios (un poco después de Becquerel) se descubrié que
para detener la radiacién 5 se requiere una pared de plomo, de apenas 3mm.
para las energias en que se encuentra esta radiacién de forma natural. En cambio
se requiere s6lo una hoja de papel para detener particulas «, y para los « se
requieren varios centimetros de plomo para absorberlos.

Fuerza nuclear

La fuerza nuclear es un tépico que ya se ha tratado en el curso. Sabemos
que es de corto alcance, actia sobre los hadrones y por ello podemos tener un
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nicleo formado por protén y neutrén (el deuterio, que a pesar de no ser estable
si existe por un momento). Pero sabemos que hay dos tipos jporqué referirse
como si fuera una sola? Ya veremos porque.

El hecho de que la energia de enlace por nucleon tienda a una constante
es muestra del corto alcance de la fuerza nuclear, se satura. Ademads de ser
atractiva tiene un nicleo repulsivo (lo que evita que colapse el nicleo), por ello
podemos pensar esta fuerza como un pozo de potencial (como el de la figura
). Por ser un pozo de potencial de inmediato sabemos que hay estados ligados
cuantizados y que de ahi deriva un modelo que se parecera mucho al modelo de
nivles atéomicos, pero de eso ya hablaremos en la proxima seccion.

Vir)

Figura 3: Esquema del potencial nuclear. Tomado del libro de Das y Ferbel

Modelos nucleares

Los modelos que trataremos son fenomenoldgicos, por las complicadas carac-
teristicas de la fuerza nuclear fue necesario tomar ese camino. Ya en la seccién
anterior hablamos de algunas de las caracteristicas que definen a estos modelos.
Hay tres tipos de modelos:

= Modelos empiricos
= Modelos de particula independiente

» Modelos de interaccién fuerte

Modelo de la gota

Los experimentos muestran que el nicleo parece tener una estructura esféri-
ca, con un radio proporcional a la cantidad de nucleones contenidos, eso es lo
primero que nos hace pensar en una gota, ademdas de la incompresibilidad y
su estructura hay algunas caracteristicas extras que asemejan a un fluido. Pero
en este modelo las caracteristicas particulares de los nucleones son desechadas.
Este modelo fue propuesto por Bohr y Weizsécker.



La gota esta formada por nucleones como si fueran moléculas, los del interior
estan saturados, es dificil desprenderlos, y los de la orilla no lo estan, se separan
maés facil, lo que asemeja a la tensién superficial.

A partir de estas consideraciones podemos ir aproximando la energia de
ligadura

B.E. = alA — QQA%

El primer término se refiere a la energia en el volumen, saturada, el segundo
a la tensién superficial. Nicleos mas ligeros tienen més nucleones en la superficie
que en el volumen. Explica un poco el rapido crecimiento al inicio de la grafica
B/A.

Centréndonos de nuevo en esa grafica B/E, vemos que a altas energias el
valor decrece, lentamente, pero decrece. Eso puede deberse a la repulsiéon cou-
lombiana entre protones

2 Z?
B.E. = alA — CL214§ —as—
As

Todas estas son consideraciones cldsicas, pero hace falta agregar la estabili-
dad del nicleo. Recordemos que lo més estable para nicleos ligeros es N = Z,
los nicleos par-par son mas estables sin importar si son ligeros o pesados, los
ntcleos par-impar ya no son tan estables, y los impar-impar son los menos es-
tables. Requerimos un término que responda a ello (efectos muy probablemente
cuénticos)

Z? (N - 7)?
Qy A

se asume que los coeficientes ay, as, as, ag y as son positivos, de esta forma
los signos también nos dan informacién de la fenomenologia (cémo aportan a
la energfa de ligadura y por lo tanto a la estabilidad del nicleo). El cuarto
término nos asegura que si N # Z la energia de enlace es mayor, por ende el
ntcleo es mas inestable. Para nicleos ligeros el tercer término no afecta tanto,
y el cuarto no aporta nada a disminuir la energia de enlace con N = Z. En el
quinto término el signo positivo se elige para nicleos par-par, negativo para los
nucleos impar-impar y as = 0 para nuclos impar-par.

Los valores de los coeficientes se obtinen de ajustar el modelo a los datos
empiricos

B.E. :alA—agA% — as :I:a5A_%,

A

a1 = 15,5 MeV, as ~ 16,8 MeV, a3 =~ 0,72 MeV,
ay ~ 23,3 MeV, a5~ 34 MeV.
Se puede sustituir en la férmula para masas respecto a la energia de ligadura

B.E.

M(A, Z) = Zmy + (A= Z)my, — —=
C

y obtener una relacién de la férmula semi empirica con la masa
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M(A,Z) =Zmy + (A— Z)m,, —
az
+ 5+

Es la formula semi-empirica de Bethe-Weizsédcker para masas nucleares, pue-
de dar informacién sobre estabilidad de nicleos atn no conocidos (de cualquier
Ay Z),y es de mucha ayuda para entender la fisién nuclear.

Modelo de gas de Fermi

Si queremos agregar las cuestiones cudnticas que conocemos (sobre todo las
relacionadas con el espin) el siguiente modelo es el de gas de Fermi, el primero
en implementar la parte cuantica. Considera al nticleo un gas de protones y
neutrones confinado en una regiéon pequena el espacio, el nicleo. De manera
analoga a los electrones en el atomo, los nucleones llenaran niveles de energia
cuantizados. Esos niveles serdn distintos para protones y para neutrones, el
primero debe incluir la repulsiéon coulombiana, el ancho estard dado por el radio
nuclear y la profundidad puede ajustarse de acuerdo a la energia de enlace.

El pozo se va llenando (vamos acomodando protones o neutrones) de abajo
hacia arriba, los niveles mas bajos son los mas estables, el tltimo nivel com-
pletamente lleno se le llama nivel de Fermi y se denota por la energia Fp. Si
mas alld de ese nivel ya no hay nucleones, la energia de enlace es Ep, si hay
uno fuera de capa cerrada, ese mismo definen la energia de enlace del ultimo
nucledn.

La profundidad de los pozos para protones y neutrones son distintas, de no
ser asi los niicleos pesados tendrian niveles de energia por arriba para neutrones,
haciendo sélo la parte neutra mas inestable con una energia de enlace distinta,
pero eso no se observa en el experimento. Un esquema de los pozos se puede ver
en la figura [
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Figura 4: Esquema de los pozos de potencial en el modelo de Fermi. Figure by
MIT OpenCourseWare from Marmier and Sheldon, con licencia|CC-BY-NC-SA
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Hagamos un célculo sencillo de la energia de Fermi. La relaciéon del momento
y la energia de Fermi

PE
Er = om
Ignorando fermiones més alld de este nivel tenemos el volumen de estados
en el espacio de momentos
Tk
Si V es el volumen fisico del niicleo entonces el volumen total de estados, o
espacio fase estd dado por

Vor =

47
—7

2 3
:(;> A(ropr)®

Que es proporcional a la cantidad total de estados cudnticos del sistema
(estdn bien ordenados y cubren el volumen). Recordando la incertidumbre de
Heisenberg

4
GA X —ph

VTOT =V x Vpp = 3

AxAp >

N | St

k

Z

k

Figura 5: El espacio fase, imagen de Brews ohare con licencia CC-BY-SA

X

Que a su vez nos dice el minimo volumen que se le puede asociar a un estado
fisico en el espacio fase

Vestado = (27Th)3 =h?

Entonces el niimero de fermiones que pueden llenar los estados

Vror 2 [4r\> s 4 (ropp\3
"= 0nh)E T (2nh)? ( 3) (ropr)” = 5= ( 1 ) ’
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el 2 se debe al principio de exclusiéon de Pauli, cada estado puede estar ocupado
por dos fermiones de espin contrario.

Supongamos que N = Z (para ntcleos ligeros es completamente vélido, para
més pesados es una aproximacién) y ademds suponemos que el estado de Fermi
esta lleno

h

1

97\ 3
despejando prp = (ﬂ> .
To 8

Ese momento de Fermi depende de puras constantes, es independiente del
numero de nucleones, ahora

2 2 2
D% 1 h 91\ 3
Er="*+=—|(— ) ~33M
F7om ™ 2m <r0> < 8 33 Mev

Si tomamos B/A &~ 8 MeV serd la profundidad a la que ajustaremos nuestro
pozo para tomar en cuenta la energia de enlace, entonces

B
V():Ep—l—ZzZLOMeV

Valor que se ajusta con lo obtenido por otros métodos. Este modelo es ttil
al hablar de estados excitados del nicleo y justifica el termino a4 de la férmula
semi-empirica.

Modelo de capas

El modelo de capas es un modelo de particula independiente, a diferencia de
gas de Fermi ahora tratamos de identificar el potencial. Para ello recordemos
un poco el modelo de capas atémico.

Las energias estdan cuantificadas, cada nivel energético es etiquetado por
el niimero principal cuantico n con valores enteros. Para cada valor de n hay
estados degenerados en energia con momento angular orbital ¢, también con
valores enteros desde 0 hasta n — 1.

Para cada ntmero ¢ a su vez hay 2¢ 4+ 1 subestados que corresponden a las
distintas proyecciones del momento angular orbital. Debido a la simetria rota-
cional todos los estados de proyeccién de momento angular estan degenerados en
energia. A su vez las particulas tienen un momento angular intrinseco s entero
o semi-entero que tiene 2s + 1 proyecciones.

Asi cada estado de un electrén en el dtomo estd dado por el conjunto de
nimeros cudnticos (n, £, my, ms). En total de estados degenerados se tienen:

11
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Si hay una direccién preferida del espacio, por ejemplo cuando se pone un
campo magnético a lo largo del eje z, se rompe la degeneracion, y entonces para
cada combinaciéon de nimeros cuanticos tenemos estados distintos de energia,
es decir, la energia depende también de my y ms.

A nivel de potencial este rompimiento de la degeneracién sucede al agregar
al término del potencial coulombiano el producto vectorial —ﬁ .

Interacciones debidas al acoplamiento espin-orbita (en este caso el campo
magnético que afecta al espin del electrén es el derivado del momento angular
6rbital del nicleo) puede romper otras degeneraciones, derivando en la estruc-
tura fina que es estudiada como tema muy particular de la fisica atémica, rara
vez vista en un curso basico. Pero estos acoplamientos también son tutiles para
describir caracteristicas del ntcleo.

Podemos ir viendo el sistema cudntico por niveles de degeneracién, sin tomar
en cuenta estructura fina el dtomo tiene n niveles de energia donde acomodar
electrones, cada uno de estos niveles de energia tienen subcapas etiquetadas por
el valor de £. Al introducir la interaccién coulombiana electrén-electrén cada
nivel n se divide en varios niveles, de acuerdo al valor de ¢. Si ¢ es muy grande
el 4tomo se vuelve menos esférico y hace al &tomo menos estable. Si todas las
capas y subcapas estan llenas sabemos que la suma de los nimeros cuanticos
myg y mg son cero, es decir que hay un apareamiento muy fuerte para capas
cerradas, en esos casos f =0= y por tanto =L+ 5=0.

1 Qué dtomos terminan en capa cerrada? Los gases nobles, que son inertes.
Tienen niimeros atémicos: Z = 2,10, 18, 36, 54, que son los ntimeros magicos de
fisica atémica.

En fisica nuclear también existe evidencia de numeros mégicos nucleares,
para este niimero de protones o neutrones el niicleo es mas estable, estos valores
son

N =2,8,20,28,50,82, 126
7 =2,8,20, 28, 50, 82.

Los nticleos con alguno de esos valores en Z o N son muy estables y se llaman
nucleos magicos, los que tienen N y Z con valores magicos, ambos, son ntcleos
doblemente mégicos, atin més estables (*He?, 1608, 208 pps2),

Ademsés los ntcleos mégicos tienen més isétopos e isétonos (mismo nimero
de neutrones, distinto de protones) estables que sus vecinos no mégicos (Sn,
con Z = 50, tiene diez is6topos estables, mientras que In con Z = 49 y Sb con

12



Z = 51 s6lo tienen dos is6topos estables), esto, los niimeros mégicos, el hecho
de que para nicleos magicos el momento cuadrupolar se haga cero, nos hace
pensar de una estructura de capas en el nucleo.

Listo, hagamos un modelo de capas como en el dtomo. Pero no, tenemos
problemas

= En el nucleo a diferencia del 4tomo no tenemos un nicleo central que
provee la energia de enlace

= Debemos considerar entonces un potencial central efectivo

= La fuerza nuclear no es tan bien entendida como la fuerza coulombiana
del atomo.

A pesar de estos problemas consideremos que hay un potencial central, la
ecuacion de Schrodinger para eso:

(-3 72+ V(7)) wl7) ~Bu()
6 (?2 + %(E - V(7))> W(7) =0,

FE es el valor propio de energia, y dado que el potencial se considera con simetria
esférica, los estados propios de energia también son estados propios del operador
de momento angular (el operador de momento angular conmuta con el Hamil-
toniano, hay simetria esférica). Usemos coordenadas esféricas y etiquetemos los
estados propios de energia por los niimeros cuanticos de momento angular

T2 _ 10 4,0 1 T2

— 929 _
r20r Or h2r2 7

para fQ con estados propios los arménicos esféricos y sus valores propios h2£(£+
1). Podemos dividir la ecuacién de Schrédinger en su parte radial y la parte
esférica, ya saben como van las funciones para la parte radial y el ntimero
cuantico asociado.

Pero para sacar més informacion debemos definir un potencial, dos casos
populares es el pozo infinito y el oscilador arménico (es un potencial central).
Ambos casos no son realistas pues no toman en cuenta la posibilidad del tune-
laje cudntico (cémo si sucederia en un pozo finito, pero este sélo da soluciones
numéricas que no nos dicen mucho de las caracteristicas del nicleo), pero para
un estudio cualitativo sirven muy bien.

Pozo infinito de potencial

Definimos el potencial como

00 sir>R
0 de otra forma,

con R el radio nuclear. La ecuaciéon radial para 0 < r < R toma la forma
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> 2m el +1)
<dr2 + 2 (Enl O 2ma2 )) tne(r) =0

con soluciones regulares en el origen dadas por las funciones oscilatorias Bessel
esféricas une(r) = Je(kner), con

QmEng
bne = (| =5

Como el pozo es infinito los nucleones no pueden escapar, la funcién radial
debe hacerse cero en las fronteras

Une(R) = jo(kneR) =0, £=0,1,2,3,... y n=1,2,3,... para cualquier ¢

donde las funciones Bessel esféricas tienen varios ceros. La unica degeneracion
aqui correspone a las proyecciones my, por ello cada nivel puede llenarse con
2(2¢+ 1) protones o neutrones (por el espin tenemos el doble de capacidad). De
esta forma las capas cerradas suceden, para n =1,

2,2+6=88+10=18,18+ 14 = 32,32 + 18 = 50, ...

Y casi lo logramos, pero fallamos en obtener el 20 y el 28, y les adelanto
que ni el 82 ni 126. Aqui tomamos n = 1, para otro valor de n se obtineen
otros valores, pero no mejor. No es que hayamos hecho todo esto en vano, sino
que nos da una idea de como aproximarnos, pero en definitiva este potencial no
reproduce los ntimeros.

Oscilador armoénico

La ecuacion radial de un oscilador arménico en tres dimensiones

1
Vr)= imwQTQ,

la ecuacién de Schrédinger toma la forma

2 2m 1 5, hA(U+1)
(w*w(E"“zm“ T o)) e =0 (1)

Las soluciones son polinomios de Laguerre con valores propios dados por

1 .
Eyp=ho(2n+/0— 5 n=123,..y£=0,1,2,... para cualquier n.
Si definimos A = 2n + ¢ — 2, entonces los valores propios de la energia

3
Eng:hw(A—i— 2>7 con A=0,1,2,...,

teniendo en cuenta que el estado base, para A = 0 no tienen energia cero.
Haciendo el mismo anélisis del caso anterios, viendo las degeneraciones y la
cantidad de neutrones o protones que llenan cada capa podemos saber como se
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cierra capa en este caso, pero cabe mencionar que ademaés de la degeneracion
en my hay una degeneracién extra pues ciertas combinaciones de n y ¢ dan el
mismo valor de A.

Las capas se cierran con

n = 2,8,20,40,70

De nueva cuenta tenemos unos pocos, pero no todos.

Potencial espin-érbita

En 1949 Maria Goeppert Mayer y Hans Jensen propusieron, para corregir
estos problemas, siguiendo el ejemplo del modelo atémico, que habia un fuerte
acoplamiento espin-érbita responsable de esta diferencia

Veor =V(r) — f( L - S,

con los operadores de momento angular orbital y de espin, f(r) es una funcién
arbitraria de la coordenada radial. En fisica atémica esta interacciéon rompe la
degenaracion j = £+ % en dos niveles, lo mismo sucede en fisica nuclear, aunque
ahora con una funcién de 7.

El operador de momento angular

J=L+75
J2=T2+82+2L .8
o despejando T ? :%(72 L ?2)3

ambos operadores conmutan, por ello podemos definir asi el cuadrado de ambos
operadores. Si definimos un estado por sus nimeros cuanticos ¢, s, j, m;, nos
quedamos con los primeros tres y obtenemos

(T-5) = (72 -T2 -3

o
_?[](j+1)—€(€+1)—s(8+1)]
no 3
_?[J(‘7+1)_£(€+1)_Z]
_ %26 paraj:€+%
—%2(5—1—1) para j =(— 3

De aqui se obtienen los corrimientos en energia

A, (j oy ;) _ [ P10

8B (5= - 3) =S [ rpuna R s
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La diferencia entre estos dos corrimientos

A =AE,, <j—£;> — AE,, (j—H;)
_p? <e+ ;) [ 5

Para mayores valores de ¢ esta diferencia aumenta, de tal forma que el nivel
desdoblado se cruce con uno de energia menor, pero ademés notemos que para
una j mayor el nivel se desdobla hacia abajo, como se puede ver en la figura [6]

2ds 5 4
35 el Y
20— g3 8
: 2ds o
1g
. 199/2 10
- 2p1y2 2
2Qp —— < ——— éfa/z 2
1f P32
S 112 8
T
1d — 28172 2
o 1d5/‘2 6
1 ‘__.»"’— 1p1/2 2
P 1pse 4
1s sy 2

Figura 6: Diagrama de niveles para el modelo de capas, imagen de Bakken con
licencia CC-BY-SA-3.0

Como en el modelo de Fermi debemos considerar los efectos de la barrera de
potencial coulombiano para protones, esto hace un desplazamiento en los niveles
de energia, pero las caracteristicas cualitativas no se ven afectadas.

Ya vimos bastante del armado de este modelo, ahora ;cudles son su logros?
El més importante es que puede predecir de manera correcta el espin y la pa-
ridad de un gran ntmero de nicleos con A impar. Como hemos mencionado
cada nivel se llena con un ntmero par de protones o neutrones, cada subcapa
tienen dos protones o dos neutrones como méaximo, una con proyeccién del espin
hacia arriba y otro con proyecciéon hacia abajo, hay un fuerte apareamiento y
aportando cero al momento angular total. Esto tltimo esta de acuerdo con los
experimentos, los ntcleos par-par tienen momento angular total cero. Pero si
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hay un neutrén o protén sin aparear, éste dara el valor de momento angular
total del nticleo, pero sélo uno, si hay un neutrén y un protén sin aparear el
modelo no puede decir nada de su espin.

Ademaés nos puede dar la paridad de estos mismo nticleos, consideramos los
isébaros 13C% y 13 N7 (niicleos espejo). Los 6 protones de 13C y los 6 neutrones
de 13Ni7 estan apareados, de esos no nos ocupamos, lo que queremos ver es la
configuracién de los neutrones en 3C® y la de los protones en > Ni7, de manera
analoga se acomodaran

(151)*(1Pg)*(1Py)"

El tdltimo nucleén no apareado cae en la capa IP% , entonces ambos nicleos

=P=1 _

tienen un espin de % y una paridad de (—1) —1, entonces para ambos

nticleos damos su paridad y espin como %7, que es el valor experimental.
Este modelo también es util para calcular momentos magnéticos de los

ntcleos. Sélo en nicleos pesados las predicciones no son buenas.

Modelo colectivo

Las predicciones del modelo de capas fallan en nticleos pesados, no sélo en
espin y paridad pero sobre todo en momentos cuadrupolares magnéticos, ain
para nucleos pesados con doble capa cerrada en los que parece que todo ajusta
de maravilla se tienen discrepancias en el momento cuadrupolar. El problema
como apunta esta dltima y significativa diferencia parece radicar en la suposicion
de que el ntcleo es esférico, mientras mas pesado menos lo es.

El modelo colectivo es de interaccion fuerte, de manera analoga al modelo
de la gota. Propuesto por Aage Bohr, Ben Mottelson y James Rainwater, las
propiedades se asocian a un movimiento superficial de la “gota” nuclear, las
propiedades de nucleos pesados se podian obtener suponiendo que la gota no
tenfa una forma esférica.

El modelo de capas funciona bastante bien ;debemos desecharlo? No, debe-
mos encontrar un punto de contacto entre los modelos. El modelo de la gota
da mas peso al movimiento colectivo de los nucleones, el modelo de gas de Fer-
mi y de capas piensa en particulas independientes. El punto de conexién entre
estos modelos estd en el modelo colectivo, se considera un nucleo de nucleones
fuertemente ligado, y una capa con los nucleones de valencia que se comportan
como las moléculas superficiales de una gota de agua. Este movimiento rompe la
esfericidad del ntcleo, se puede ver como una perturbaciéon que provoca que los
nucleones de valencia pasen de un estado sin perturbar en el modelo de capas a
un estado perturbado en el modelo colectivo.

El modelo colectivo puede pensarse como un modelo de capas pero con po-
tencial no esférico, esta no esfericidad rompe las simetrias rotacionales, dando
distintas propiedades y estados ante rotaciones y vibraciones.

Consideramos el niicleo como un elipsoide

22

= R?
ab

az? + by? +

2 2 2 2
0 para az® +by* + 5 < R

Viz,y,2) =
(2,9,2) 00 de otra forma,
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Como puede verse, los cdlculos se volveran mas complejos, no entraremos en
los detalles sélo nos quedaremos con las predicciones. Ahora se agregan niveles de
libertad rotacional y vibracional, tendremos un momento rotacional I asociado.

Deformaciones nucleares

Las discrepancias en el momento cuadrupolar llegan a ser tan grandes para
ntcleos, sobretodo pesados, que no pueden explicarse por una particula indivi-
dual, hay una aportacién colectiva.

El momento cuadrupolar se define como:

Q= Z/d3r(3,z2 — rz)p(r) (2)

Si consideramos un elipsoide uniformemente cargado con carga Ze, este valor
se puede aproximar como Q = (2/5)Z(b? — a?), con b a lo largo del eje z. Como
la deformacién no es tanta, por lo que en lugar de decir que es elipsoidal el
nicleo, decimos que es eferoidal (no llega a ser esférico, pero tampoco elipsoidal),
podemos aproximar el radio por un promedio R = (1/2)(a + b), teniendo un
desviacién AR = b— a, y asf definimos un factor de deformacién § = R/AR. El
momento cuadrupolar se convierte en:

Q= %ZRQ& (3)

Aunque si nos ponemos formales, para obtenerlo en el formalismo de la
mecdnica cudntica, debemos sustituir p(r), que es una densidad de probabilidad,
POr Y *p—j Ym—; y sustituyendo en @ Siguiendo en la aproximacién podemos
dar un momento cuadrupolar reducido, como:

_ Q
Qred - TW7

con [3| vemos que para un elipsoide uniformemente cargado el momento cuadru-
polar es proporcional al factor de deformacién:

4

Qred = 35

En la figura [7] pueden verse algunos de los valores obtenidos experimental-
mente para nucleos con nimero impar de nucleones (sean protones o neutrones).
El modelo de capas no logra explicar momentos cuadrupolares tan grandes como
los mostrados en los picos més altos, tampoco acierta en varios de los casos en
el signo.

Por ejemplo, para le 17O (doble magico més un neutrén) basta una deforma-
cién de 6 = 0,07 para obtener el valor observado de —2,5fm?, en comparacién
al predicho por el modelo de capas de —0,1fm?.

Espectro rotacional

Si el nicleo estd deformado, ya no es esférico, entonces se puede identificar
su posicién respecto a los ejes de coordenadas arbitrarios que queramos defi-
nir. En particular en coordenadas esféricas la posicion puede ser dada por un
conjunto de angulos. Pero, como es costumbre en cuestiones cuanticas, habra
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Figura 7: Momentos cuadrupolares reducidos como funcién del nimero de nu-
cleones impar. Las flechas muestran los lugares de capa cerrada. Imagen tomada
y adaptada de [2] con fines educativos.

una incertidumbre entre la coordenada del dngulo ¢ y el operador de momento
angular orbital correspondiente, Ly = —ihi(9/0¢):

AGSLy > h

En la figura puede verse el espectro rotacional para el "°H f que es un
ntcleo bastante deformado.
Rotacion alrededor del eje 1

R2

Hro = 57
S
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m *
J E*(keV) Em
20" (4413.6) 7000
18* ' 3761.6 5700
16* 3147.3 4500
14* 2563.6 3500
12t 2013.3 2600
10* 1503.3 1800
gt 1041.3 1200
4 641.1 700

: 320.6 330
o 1000

Figura 8: Espectro rotacional del nticleo deformado '"°H f

Symmetry
axis

3

Traduciendo a mecanica cuantica:

. R?
Hrotd) :ﬁq/) = E@/}
R2YM =J(J +1)h2Y M,
J=0,1,2,...
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Con la paridad dada por (—1)7, sélo se aceptan valore par de .J
h2
E;=—JUJ+1), J=0,1,2,..
21
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