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1. Deposiciéon de energia

1.1. Introduccién

Cémo sabemos de la existencia de las particulas elementales y los nicleos
atémicos? Por los experimentos, no hay de otra. Desde finales del siglo XIX
hasta nuestra época estos experimentos siguen activos, en desarrollo y dando
resultados.

Podemos ver los experimentos como las herramientas necesarias para estu-
diar estas dos ramas, es mas, todas las ramas de la fisica, no deja de ser una
ciencia experimental. Si tienen més peso éstas que las herramientas tedricas no
es algo que se discuta, ambas son valiosas y pueden ser un campo de profesio-
nalizacién cada una por su lado.

La presente seccién incluye algunos de los experimentos actuales y pasados
a grosso modo, pero no se desilusionen, hay material suficiente para que hagan
unos célculos sencillos e incluso tendran por el mismo precio un extra sobre si-
mulaciones (en una fase preliminar atin, pero no requiere que sepan programar).

Como ya les mencioné las semanas pasadas la deteccién de particulas se hace
a partir de su carga, la energia depositada es principalmente por la interaccion
coulombiana. Por eso mismo detectar particulas neutras se vuelve complicado y
costoso. Empezaremos hablando de la interaccion de la radiacién con la materia.

1.2. Particulas cargadas

Una particula cargada que viaja por un medio va interactuando con los
electrones atomicos. Con suficiente energia la particula viajera deposita energia
en los electrones, provocando la ionizacién de los atomos, la particula puede
perder toda su energia dentro del medio, detenerse y ser absorbida, decaer o
algiin otro proceso. Si la energia es muy alta ira provocando alteraciones en el
medio sin perder casi energia o desviarse en su direccién.

Hasta este punto hemos hablado de particulas por separado que sufren dis-
persiones, interacciones, que son detectadas. En realidad tratamos con haces de
particulas, todo un paquete de particulas distribuidas en un cierto volumen y
con energias en un rango. Pero podemos estudiarlo elemento por elemento y
luego ampliarlo a todo el paquete de particulas.

En la figura |1 se ven las dos posibilidades del paso de una particula del haz
por un blanco, en el lado izquierdo la particula sale de la rebanada desviada por
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Figura 1: Esquema del paso de particulas a través de la materia

un angulo € de su trayectoria original, en la derecha la particula no se desvia,
pero puede salir de la rebanada o quedarse dentro de ella, eso es lo que pasa con
los fotones.

En el primer caso, el de la izquierda, suceden muchas interacciones pequenas.
En cada particula podemos considerar un evento separado de dispersion, algunas
con angulos pequefios, otras con angulos més grandes. A la salida habra real-
mente una distribuciéon de angulos de dispersiéon. La energia de igual manera
serd reducida en grados distintos para cada particula, de igual forma generando
una distribucién de energias de salida. Dependiendo del grosor del blanco pue-
de que algunas particulas se vayan deteniendo dentro del blanco. Ry, el rango
medio, es la distancia dentro del blanco para la cual la mitad de las particulas
ya se detuvieron.
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Figura 2: Gaussiana para ejemplificar la distribucién de energia y angulos, debe
arreglarse.

En el caso de la derecha no nos centraremos tanto en medir energia ni mucho
menos angulo,lo relevante es contar la cantidad de particulas que salen respecto
a las que entraron. Por el tipo de interacciones estas particulas no se desviaran,
y se detendran en el blanco al perder toda su energia, o se transmitiran por él
sin casi perder nada. El cambio en el niimero de particulas estard dado por:



dN = — N(x)pdz
integrando N (z) =N (0)e #*,

en este caso podemos hablar de camino libre medio, A = 1/u, como puede verse
la cantidad de particulas depende de la distancia recorrida. Adema&s podemos
ver un concepto importante, el de grosor (thickness). {Qué no deberfa importar
el volumen en lugar de sélo la distancia? ;No nos han robado dos dimensiones?
Siendo estrictos si, a final de cuentas el fenémeno sucede en un medio tridimen-
sional, pero como la energia sera lo suficientemente alta, el medio lo idealmente
uniforme (a final de cuentas cuando tomamos densidades es lo que estamos
haciendo, suponer uniformidad) basta con tener la distancia que atraviesa. En
ocasiones las distancias se miden como grosores, dados por:

x, = xplgr/em?] (1)

1.3. Particulas cargadas pesadas

De nuevo estamos en el caso izquierdo de la figura[l] pero en este caso como
las particulas son tan pesadas suceden colisiones inelasticas con los electrones o
colisiones eldsticas con el nicleo (més esporadicas). Pero pueden suceder otros
procesos:

» radiacién Cherenkov
= reacciones nucleares

La divisiéon de particulas pesadas excluye al electrén y positréon, que por
su masa reducida y por pasar por colisiones con particulas de la misma masa
merecen un trato aparte, las particulas cargadas pesadas que trataremos seran
desde el resto de leptones cargados, los mesones, bariones hasta llegar a nicleos
ligeros. Los ntcleos pesados también merecen un trato aparte.

Como hemos mencionado habrd una distribucién de dngulos de dispersion
al igual que una distribucién de la energia depositada en el medio, estas dis-
tribuciones son ajustadas por funciones gaussianas, por lo que tienen un valor
medio. Dentro de un rango de energia las particulas entrantes al interactuar
con los electrones generaran ionizaciones, la razén de pérdidas de energia por
ionizaciones fue calculada por Bohr y después ajustada a la teoria cudntica por
Bethe-Bloch, resultando la ecuacion de Bethe-Bloch:

202.,2
_ <Ccll§> = (47TNA7‘§m602)z2%—612 [;ln <2mec 5127 Wmax) - B - 5(27)]
(2)

Analizando la imagen [3] para anti muones en cobre podemos identificar varias
zonas. A energias pequenas la velocidad del anti muén es comparable a la de los
electrones del medio, suceden procesos nucleares, recombinaciones o la enrgia
no es suficiente para ionizar. Entre 8y ~ 1y 8+ ~ 1000 es donde se observa un
comportamiento descrito por la ecuaciéon de Bethe-Bloch. Por arriba de gy ~
1000 las pérdidas por radiacién son predominantes y responde a procesos fisicos
distintos.
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Figura 3: Poder de frenamiento mésico para anti-muones en cobre como funcién
de By = p/Mc Tomada de PDG: P.A. Zyla et al. (Particle Data Group), to be
published in Prog. Theor. Exp. Phys. 2020, 083C01 (2020).

Falta identificar algunas cosas en la ecuacion de Bethe-Bloch. W, .. es la
méxima energia transmitida a un electrén del medio, esto se obtiene por un
analisis de cinemaética relativista, su valor es:

B 2mec? 3242
= 2

L+ 2957 + (57)

Ya dijimos que estas son particulas cargadas pesadas, por lo tanto M > m.,
por lo que Winae = 2me.c?B%~2, y sustituyendo entenemos una forma reducida:

(Y e Z L (M) - - 200 3)

Wmax

dx A B2 I

Nétese que también sustituimos K = 47 Nar2m.c? ya que ninguno de estos
valores depende de la particula entrante o el medio en particular, lo podemos
considerar constante. N4 es el numero de Avogadro, r. el radio clasico del
electréon, m. la masa del electrén y c la velocodad de la luz. Todo eso lo pueden
encontrar en las tablas del PDG, y para evitar sustituir tanto nos quedamos con
el valor final

K =0,3071MeVmol~tem?

Pero atn nos falta reconocer lo que si depende de la particula que choca
y del medio: z es la carga de la particula incidente en unidades de carga del
electrén, Z es el nimero atéomico del blanco y A el nimero maésico del mismo,
B es el valor relativista v/c de la particula incidente, + es el factor relativista de
la particula, I es el potencial de ionizacién del medio (se obtiene en tablas o por
una aproximacién). §(5v) es un término de correccién por efecto de densidad
(no lo tomaremos en cuenta, pero se obtiene en tablas).

Ahora hay que checar las unidades, todas estan en este momento en el valor
K y segilin vemos eso tiene unidades de MeVmol~'em? que tiene un valor de
mol ahi metido y eso como que no suena a pérdida de energia por unidad de



longitud. Es que hay unas unidades que atin estan en el resto de la ecuacion, las
de A, es decir gr/mol. La A del medio estd dividiendo, si queremos tragarnos
sus unidades en la K imaginemos que realmente es una K/A con A = 1gr/mol,
asi sélo nos comemos las unidades pero el valor numérico de A atin debe ser
introducido. En ese caso

K/A =0,3071 MeVgr—tem? (con A= 1gr/mol)

Pero si queremos tener la pérdida de energia lineal nos hace falta multiplicar
por p, la densidad volumétricaﬂ

La perdida de energia total tras recorrer una distania d en un medio de
densidad p serd

d
Alaperdida = _p/() %dl‘

Pero esta integral no la haremos a detalle, calcularemos el valor de la pérdi-
da de energia al inicio y la consideraremos casi constante, esto es valido para
energias en el rango de Bethe-Bloch y en medios lo suficientemente anchos y
densos, pero no tanto.

Para obtener el rango de la particula se calcula a partir de:

R /0 dE
- dE
Eo <H>
Veamos un ejercicio:

Qué distancia recorre un protén de 10GeV de energia cinética en
una barra de plomo de bastante grosor.

Lo primero es obtener los datos de la densidad del plomo, esto lo pueden
obtener en tablas o incluso en wikipedia.

ppy = 11,347
cm

La masa del protén en GeV/c? también ya es ConocidaE|, my = 0,938GeV/c?.
Lo que el problema nos dice es que ese protén tiene 10GeV de energia cinéti-
ca, sélo cinética. Para obtener la ~y relativista necesitamos la energia total.

=En
E E
:% yaque Ep = Ex + E,
R
E 2
:Lﬂﬁ;”c para el protén Er = M,c?
mpC
Ey .. Y
:m = + 1 distribuyendo la fraccién
p
10GeV
:m +1=10,6609.

1En la fisica experimental de particulas o nuclear se habla de grosores, thickness, en lugar de
longitudes, el grosor de cierta forma lleva empaquetada junto a una distancia las caracteristicas
del material, estd dado como p X z, la densidad volumétrica por la distancia

2La pongo en unidades de GeV/c?, pero podria estar en MeV/c?, como a uistedes les
convenga.



Teniendo gamma (que siempre debe ser mayor que 1, si no seguro hay un
error), podemos calcular 3 despejando de la definicién de v

1
V=
V1-— 52
De ahi se obtiene = 0,9963 (siempre menor que uno y recuerden tomar
suficientes cifras significativas).
Con estos valores solo resta evaluar la férmula de Bethe-Bloch, recuerden
que la correccién final de ¢ no la estamos usando.

E M 2 2 1
_ <d > — _0,3071M (1)287

dx qgr 207 (0,9963)2
2(5,11eb5eV/c?)c?(0,9963)2(11,6609)2 9
{ln ( 20eV —(0,9963)
Usando la aproximacion para el potencial de ionizacién como I = 107,

siendo la Z del plomo 82 y su A = 207 (ya sin unidades pues estdn untegradas
en la K). También vean que la masa del electrén la puse en unidades de eV/c?
para que no haya problema con I. Una recomendacién operativa que les hago
es primero evaluar el logaritmo e ir viendo cuanto sale para ver si hace sentido
lo que se obtiene.

n (2(5,11656V/02)02(0,9963)2(11,6609)2

=12
820eV > 033

siempre tengan cuidado con las unidades, lo que estd dentro y el resultado del
logaritmo no debe tener unidades. Por lo regular lo que sale del logaritmo estéa
en un rango de valores muy definidos, si les sale algo muchop més grande o
mucho mas chico, revisen bien sus unidades y las operaciones.

Teniendo este valor le restamos 82 y multiplicamos por lo restante.

dFE MeVem? 82 1
—(—)Y=-0,3011——— (1) ————[12,033 — 0,9963
< dw> ’ gr (1) 207 (0,9963)2 [ )

2
_ _ 135309 eVem”

Para que esté en las unidades que hagan sentido (energfa sobre distancia)
falta multiplicar por la densidad del plomo:

dE MeVem? MeV
p <> = (11,34-L)(1,3531 —— ") — 15,3441 —

dx cm gr cm

Hemos prescindido del signo pues sélo es para indicar pérdida de energia. Ya
tenemos el valor, sustituyamos en la integral para el rango:




Y dE 0 E
R= L:/ d
1

g (G)  Jiocev 1534417528
1 / "\ B L (10Gev)
= - —_— e
MeV MeV
15304122V [, 15,3441 MV
~10000MeV

= =651,7162cm = 6,5171m.
MeV ) ’
15,3441 =%

1.3.1. Dispersiones multiples con angulos pequenos

Ya hablamos de la distribucién gaussiana de los angulos de dispersion, sobre
todo se cumple para angulos pequenos, se deben en su mayoria a procesos cou-
lombianos, aunque para los hadrones también interviene la interaccién fuerte.
La teoria que representa estas dispersiones pequenas es la de Moliere.

Tomamos 6y como el angulo medio en el plano, para relacionarlo en el espacio

rms 1 rms
00 = Uplano — ﬁeespacio (4)

Y tenemos la relacién para el angulo en el plano

13,6MeV T x2?
Op = —— — |1 +0,038In | —— 5
0 Bep T\ Xo [ -0 n<X052>} ©)

donde x/ X se refiere a que la longitud estd en unidades de longitud de radiacién
Xo.

La longitud de radiacién es la distancia tras la cual la energia del electrén
se reduce en 1/e debido a las pérdidas por radiacién, para fotones corresponde
a 7/9 del camino libre medio para produccién de pares.

Usaremos la aproximacion para la longitud de radiacién

Xo=1716,4 gr/cm?

2(Z +1)in (2})

1.4. Radiacion de Cherenkov

Imaginen una particula cargada que viaja en un medio muy poco denso (el
aire terrestre) cercano a la velocidad de la luz en ese medio. Si en su camino
se encuentra con un medio mucho més denso (el agua) la particula no pisara el
freno para ir mas lento, al momento de entrar aun ird a una velocidad alta, pero
incluso tan alta que es mayor a la velocidad de la luz en ese medio més denscﬂ
Similar a como un jet rompiendo la barrera del sonido y generando un cono de
ondas sonoras, esta particula genera un cono de luz, de luz Cherenkov, como se
puede ver en la figura

La velocidad esta dada por

v=pe=-,
n

3,81 ven que no tenemos ningtin problema aqui con la teorfa de la relatividad, cierto?



Figura 4: Cono de luz de Cherenkov. Imagen de dominio publico realizada
por Pieter Kuiper, tomada de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Cherenkov2.svg.

donde n es el indice de refraccion y c la velocidad de la luz. La velocidad de una
particula que emite luz de Cherenkov:

> c
Upart —.
pa n
El coseno del éngulo de este cono esta dado por:

1
cosbo = — 6
=5, (6)
Ejercicio: ;Qué dngulo forma el cono de luz Cherenkov para g~ con una
energia cinética de 10GeV que entra a agua (indice de refraccién n = 1,333)?
Para obtener el dngulo de luz de Cherenkov necesitamos obtener la 8 de la
particula, pero lo més directo es obtener v y de ahi §:

Er FEg
BB
- EK - 10GeV
T muc? th= 0,106GeV
=95,3396,

lo que tiene sentido ya que 7y > 1, siempre. Ahora obtenemos beta

(95,3396)2 — 1
(95,3396)2

=0,9999.

Como ya tenemos el indice de refraccién sélo sustituimos en la férmula [G]

1 1
o= — = =0,7503
0% = B T (0,0999)(1,333)

obteniendo el angulo


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cherenkov2.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cherenkov2.svg

0. = acos(0,7503) = 41,30°

1.5. Particulas cargadas ligeras

Por su peso ligero la pérdida de energia en electrones y positrones tiene un
rango completamente distinto. Las pérdidas por radiacién son preponderantes,
en este caso la energia de corte:

600M eV

Por debajo de este valor las perdidas por ionizacién son las dominantes,
por arriba lo que maés pesa es la perdida por radiacién. Si tomamos por ejem-
plo el nitrégeno (Z = 7), el elemento mds abundante en la atmdsfera, bastan
85,71 MeV como energia cinética del foton para que las pérdidas por radiacion
sean dominantes.

En el rango de pérdidas por ionizacion se le hace una pequena correcciéon a
la férmula de Bethe-Bloch:

() = nNartm )25 g (g ) + £ - 252 )

donde T es la razén Ex /mec® y

72/8 — (27 + 1)In(2)

F(r)=1-8*+ para e~

(r+1)2
82 14 10
F(r)=2in(2) — = [ 23 +
(1) =22 = |\ B+ 53+ (T +2)? + 9 pre e

1.6. Radiacion bremsstrahlung

Solo para este par de particulas ligeras la seccién eficaz para la pérdida por
este tipo de radiacién es tan grande en el rango de unos pocos GeV, o, ox 12 =
(€2 /mec?)?. Para verlo en la justa dimensién, la seccién eficaz para pérdidas por
radiacion del g~ es 40000 veces més pequena.

La radiacion bremsstrahlung sucede cuando un electrén o positrén es frenado
por un campo electromagnético, por lo regular del nicleo. Dos tipos de esta
radiacion es la sincrotrén y ciclotrén.

1.7. Fotones
Tres procesos por los que los fotones interactiian con la materia
= Efecto fotoeléctrico
= Efecto Compton

= Produccién de pares



Que estos procesos sucedan depende de la energia del fotén. A bajas energias,
por debajo de las decenas de keV domina el efecto fotoeléctrico, la produccion
de pares empieza a ser relevante a energias mayores a 2m.c?, y en un punto
intermedio el efecto Compton puede suceder.

1.7.1. Efecto fotoeléctrico

Un fotén es absorbido por el dtomo del medio y se libera un electrén que
lleva energia cinética T,, si la energia del fotén entrante estd dada por hv, donde
v es la frecuencia, y el electréon atémico tienen una energia de enlace de Ig, la
energia cinética del electréon sera

Te:hV—IB

\ f
o

Figura 5: Diagrama del efecto fotoeléctrico. Imagen dePonor, licencia CC BY-
SA 4.0 https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0, a través de Wi-
kimedia Commons

1.7.2. Dispersién de Compton

Esta interaccién entre fotén y electrén (sea libre o unido al 4tomo) es bas-
tante estudiada, muy posiblemente ya la vieron en algin curso pasado, pero es
importante remarcar que para su descripcion se hizo uso de la electrodinamica
cuantica, asi que es un fenémeno muy bien estudiado derivado del trabajo en
fisica de particulas.

Se tiene un fotén que interactiia con un electrdn, el fotén con energfa inicial
hv es dispersado con una energfa menor hv' y un éangulo de desviacién 6, como
se muestra en la figura

La relacién entre la energia de salida del fotén con la de entrada y el angulo
se da como:

hv

r_
= 1+ v(1 — cosh)’

(9)

con v = hv/(mec?). Por conservacién de energfa, dado que el electrén estaba en
reposo, la energia cinética del electrén es la restante energia:

10
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Figura 6: Dispersién de Compton, el fotén es marcado por A = 1/v. Imagen
tomada de This file is licensed under the Creative Commons Attribution-Share
Alike 3.0 Unported license.

(1 = cosf)

T.=hv—h/=hy——F—F—
v Vl—f—fy(l—cosé’)

En electrodindmica cuantica uno de los primeros resultados relevantes fue la
seccion eficaz diferencial de la dispersion de Compton, pueden checar lo obtenid
en el libro de W.R. Leo, aqui sélo utilizaremos sus resultados mas directos, de ahi
podemos obtener la méxima energia de electrones retrodispersados (6 > 7/2),
conocido como el limite de Compton

2
Taz = hv <1 +’Y2’y> (10)

1.7.3. Produccion de pares

El proceso de producciéon de pares sucede cuando un fotén se convierte en
un par electrén positréon. Como vimos en la seccién pasada es posible, pero no
es un decaimiento del fotén, es una interaccién. Entonces jcomo es que sucede
interactuando un fotén con la materia y no como la interaccién entre particulas
cargadas?

El diagrama que hicimos en clases pasadas implica una conservacion de mo-
mento, entonces en este caso para que suceda esa conservacién el fotéon debe
interactuar con otro cuerpo, por lo regular el nicleo atémico, el fotén debe
tener como minimo la energia 2m.c?.

El proceso esta fuertemente ligado a la radiacién bremsstrahlung, como un
paso intermedio. El proceso estd caracterizado por un camino libre medio que
puede asociarse a una longitud de radiacién para la produccién de pares en el
medio

_ 9
Xpares = F‘palres ~ ?XO

. Qué sucede con el positrén? Es una particula que no suele encontrarse
en el medio atémico. Si lleva suficiente energia continuara con otros proceso
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Figura 7: Arbol de generacién en una cascada electromagnética.

radiativos o incluso ionizando, conforme pierda energia se recombinaré, captirara
un electrén y formard un estado ligado de vida media muy corta (10~'%sec.),
llamada positronio. Tras un breve lapso el positronio decae en dos fotones.

et +e s y+7y (11)

De todos estos procesos con fotones podemos efinir coeficientes de absorcién
en la materia, lugados con la seccién eficaz total como

iw=no (12)

Pero eso es algo que ya conocemos.

1.7.4. Cascadas electromagnéticas

Un fenémeno derivado de la produccién de pares y la radiacion bremsstrah-
lung es la cascada electromagnética. Como una reaccién en cadena cuando un
fotén de alta energia entra en un material por la interacciéon con los atomos
producird un par e~ /e, seguro aiin con suficiente energia. Ese par, si estd por
encima de la energia de corte (ver ecuacién [7]), produce, cada particula, un fotén
por radiacién bremsstrahlung con energia ain suficiente para producir otro pa-
ra e~ /et. En el punto que los pares estén por debajo de la energia de corte
sus perdidas seran por ionizacién hasta llegar a la recombinacién, ya no habra
fotones liberados.

Siendo esta produccién alternada de pares y fotones un proceso estadistico,
es posible hacer un modelo sencillo de la produccién de pares y la pérdida de
energia de las particulas.

Como se puede més o menos ver en la figura[7]en cada longitud de radiacién
la distancia entre padre e hijo es una longitud de radiacién se produce un par por
cada particulzﬁ Asi en la primera rama hay dos particulas, podemos suponer
sin perder mucho que la energia se divide entre las dos particulas, entonces cada
una lleva energia Fy/2. A la altura dos cada una de estas ramas produce dos

4En el caso de bremsstrahlung no es que se produzca un par fotén-leptén, es que se produce
un fotén y el leptén original es dispersado, pero para los fines de este modelo podemos verlo
como si se produjera
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particulas, entonces tendremos cuatro, y si continuamos la suposicién de que la
energia se divide por iguaﬂ ahora cada particula se lleva una energia Ey/4.
Quiza en alguna de sus clases de matematicas vieron teoria de gréficas, pero si
no es facil ver que para la profundidad ¢, es decir, tras t longitudes de radiacién,
habrd aproximadamente 2! particulas y bajo la suposicién de la equidad en
divisién de la energia, cada una de esas particulas llevard una energia de

B() ~ 5.

. Cémo obtenemos la méxima profundidad de la cascada (medida en longitu-
des de radiacién)? Pues como hemos mencionado la cascada se detendrd cuando
la energia de las particulas hijas sea igual a E. (ecuacién 7 entonces:

Ey

E(tmaz) = Stmar = E., despejando,

E
Qtmas — E—O, sacando logaritmo base 2,
c

E
tmaz = l0go (EO) , jeso no estd en mi calculadoral

C

In (g—g)

tmar = W ese si.

Y para saber més o menos cuantas particulas se producen al final

N ~oQtmaz — 21092(E0/Eu)

Este es un modelo muy sencillo, para tener una mejor aproximacion se usan
simulaciones Montecarlo (que veremos en unas subsecciones, pero apenas una
introduccién).

. Qué tanto se abre transversalmente la cascada electromagnética? Eso de-
pende del dngulo de separacién en a produccion de pares, del angulo de dis-
persién del electrén y el angulo de salida del fotén en bremsstrahlung, de la
profundidad. Una aproximacion utilizada es a través del radio de Moliere

E
Ry = XO?S, donde

(&

4
Eg =mec? S 21,2MeV
Q@

1.7.5. Interacciéon de neutrones

Hemos tratado todo de particulas cargadas, pero no se piense que los neu-
trones no interactian con la materia. Al igual que otros hadrones neutrones si

5Quizé en el caso de bremsstrahlung ahora si es una suposicién exagerada, pero en lo global
podemos despreciar esta diferencia
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sufren dispersiones, recombinaciones e incluso a mayor energia (aguarden a la
parte de apicaciones) ayuda a procesos mucho ms energéticos.

A energias medias los hadrones neutros sufren dispersiones e inyeractian con
| materia a través de la fuerza nuclear fuerte. Por ello su interaccion es exclusiva
con los ntcleos y no con los electrones.

Ahora que si hablaramos de neutrinos, esa ya es otra historia que no vamos
a abordar aqui, pero que ya vimos un poco en semanas pasadas.

2. Detectores

Iniciamos el estudio de detectores teniendo como antecedente la férmula de
Bethe Bloch, veremos para empezar los detectores de ionizacién, un pequeno
asomo a los detectores de Cherenkov, detectores de silicio y calorimetros.

2.1. Detectores de ionizacion

Nuestro arreglo sera similar para los casos que vamos a ejemplificar: una
material facilmente ionizable, un campo eléctrico intenso que lo rodea y las
particulas que pasan a través.

El medio suele ser un gas contenido en un recipiente, el campo eléctrico se
genera entre dnodo (que atraerd a los electrones liberados) y cdtodo (de ser
posible atraerd a los iones), el gas debe tener un bajo potencial de ionizacién
I, ademas de ser quimicamente estable, con la finalidad de evitar las prontas
recombinaciones de iones, y no ser tan suceptible al dano por radiacién.

La particula cargada pasa produciendo ionizaciones en el medio, el campo
eléctrico evitard que los electrones y iones se recombinen acelerdndolos en di-
recciones contrarias y utilizdndolos como medios indirectos de la deteccién. Si
el voltaje es pequeno los iones y electrones se recombinaran mas rapido, ha-
ciendo que sélo pocos electrones lleguen al dnodo. Esta regién se le llama de
recombinacién.

Aumentando el voltaje al punto en que se evita la recombinacién se llega a
la regién de ionizacién. Con ain mas voltaje se pueden acelerar los electrones
resultantes de la ionizacién y a su vez provocar ionizaciones, multiplicando la
cantidad de electrones, pero aiin manteniendo proporcionalidad, por ello esta es
la regién de proporcionalidad.

Subiendo més el voltaje se intensifica la produccién de ionizaciones debido a
los electrones ya ionizados, provocando una avalancha, es la regién de operacion
Geiger (donde funciona el detector Geiger-Miiller), pasando un poco de esta
regién se producen descargas, una senal muy alta que ya no esta relacionada a
la ionizacién, en esta regién el detector ya no sirve. Las regiones son mostradas

en la figura

Contadores de ionizaciénn

También conocidas como camaras de ionizacién, funcionan en la regién de
ionizacién: son poco sensibles a los cambios de voltajes, no generan amplificacion
por lo que requieren filtros para limpiar el ruido eléctrico asociado. Pero si la
particula que genera las ionizaciones es muy energética producen una senal
aceptable y ademds toma muy poco tiempo para que el detector vuelva a estar
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Figura 8: Regiones de operacién de los detectores de ionizacién. Imagen adapta-
da de la original de|Doug Sim|con licencia Creative Commons Attribution-Share
Alike 3.0 Unported

listo para su operacién®} Por las mismas razones son ttiles en medios con altas
razones de interaccién, altos niveles de radiacién.

Contadores proporcionales

Los contadores proporcionales gaseosos como su nombre lo indica traba-
jan en la regién proporcional, con campos eléctricos intensos (~ 10*V/em) y
amplificaciones alrededor de 10° electrones por ionizacién. Suelen ser arreglos
cilindricos con un alambre central como dnodo y una carcasa cilindrica como
catodo, cerca del eje axial, donde se ubica el dnodo, suceden la mayor parte
de las multiplicaciones. Funcionan incluso para particulas poco ionizantes, la
desventaja: es muy sensible a los cambios de voltaje, por lo que se complica el
conteo total e ionizaciones.

Un caso particular son las cdmaras multialambricas, disenadas por George
Charpak usan el mismo principio pero lo repiten varias veces, un arreglo de
alambres (de 10 —50um de didmetro) es dispuesto con una separacién de 2mm.,
estos son los dnodos, un centimetro por encima y debajo de este arreglo se
ponen dos placas metalicas que funcionan como catodos. El arreglo se encierra
en una caja aislante eléctrica y que no deje escapar el gas, y se llena con el gas
a ionizarse. Por el arreglo de anodos estas camaras se usan para determinar las
posiciones de las particulas, con dos de ellas se puede determinar la posicién en
2 dimensiones, con 6 camaras multialambricas se puede determinar la posicion
en tres dimensiones. Las lineas de campo se muestran en la figura [9]

6Existe un tiempo de relajacién, que es el tiempo que le toma al gas volver a un estado
neutro, ya sin iones y electrones viajando a catodos y &nodos, listos para reiniciar el proceso
de ionizacién.
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Figura 9: Lineas de campo de una camara multialambrica. Imagen de Wiso con
licencia |Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported

Contador Geiger-Miiller

Funcionando ya en el limite médximo de voltajes, toda ionizacién produce
una descarga, una gran cantidad de electrones llegan al dnodo. Lo hace muy
practico para medir fuentes radiactivas presentes, su respuesta no depende del
voltaje pero si se pasa del limite deja de ser un detector util. No puede dar méas
informacién de la particula que gener6 la ionizacién y tarda mucho tiempo para
recuperarse.

Detectores de centelleo

El principio de funcionamiento de los detectores de centelleo es de igual
forma los procesos de ionizacién, la pérdida de energia sigue el mismo perfil que
da la ecuaciéon de Bethe-Bloch, solo que en este caso el centellador cuenta con
un proceso extra que nos indica que un particula pasoé.

La particula ioniza los dtomos del material, los electrones a su ver pueden
generar excitaciones en los atomos circundantes, los estados excitados viven por
un tiempo muy corto y decaen liberando energia a través de un fotén, esos
fotones generan la luz de centelleo. Por lo regular de frecuencias cercanas al
ultravioleta y de baja intensidad son dificiles de ver a simple vista, pero se
utilizan tubos fotomultiplicadores en conjunto.

Hay dos tipos de centelladores dependiendo del material que los forma:
organicos o plasticos e inorganicos o cristalinos. Cada tipo tiene sus caracteristu-
cas, siendo los plasticos los de mayor respuesta luminica, el antraceno y naftaleno
son unos de los materiales de los que pueden estar construidos. Es importante
que el material del centellador sea transparente a su propia radiacion, esto evita
que la luz se atentie y pueda recolectarse en el tubo fotomultiplicador la mayor
cantidad. Tienen un tiempo de decaimiento corto (= 10~ 8seg.)

Los inorganicos pueden ser de Nal, CsI entre otros materiales, dopados para
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facilitar la excitacién. Tieenen un tiempo de decaimiento més lento (=~ 10~ 6seg)

Fotocatodo

'Il'ri:ye'ctor:a' de ::‘eft;tro:o de Tubo fotomultiplicador (PMT)
a ionizacién /

| Particula de| B
| . b,

alta energia| ~ By

Fotones de baja energia

;

| 1
Centellador  Electron Electrones Dinodo  Anodo
primario secundarios
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es

Figura 10: Tubo fotomultiplicador. Imagen de Wiso con licencia Creative Com-
mons Attribution-Share Alike 3.0 Unported

El tubo fotomuliplicador, se muestra su esquema en la figura tiene como
primera fase un fotocdtodo, hecho de un material cuyos electrones de valencia
estdn muy poco ligados, faciles de ser liberados por efecto fotoeléctrico Por
cada fotén es muy probable se libere un electrén, el cual pasa a la siguiente
fase que en el modelo mostrado es un electrodo de enfoque, se asegura que el
electrén se dirija al siguiente arreglo, la fase de multiplicacién. El electrén llega
al primer dinodo, alimentados por una diferencia de potencial entre 100 — 200V,
cada dinodo acelera y multiplica al electréon que llega. Por lo regular un tubo
fotomultiplicdor tiene de 6 a 14 arreglos de dinodos generando una ganancia en
total de 10* — 107 electrones finales por cada fotén que suelte un electrén en el
fotocatodo.

i Para qué se usan? Uno de sus uso mds difundidos es como disparo, por
su tiempo de respuesta pueden ser usado para saber dos o mas puntos por
los que pasé una particula, activando detectores intermedios para deteccién,
trayectorias, medidas de energia. Un arreglo de centelladores ayuda a medir el
tiempo de vuelo de una particula, de esa manera determinar su velocidd.

Detector Cherenkov

Una particula viajando en el vacio a velocidad constante no emite radiacién
alguna, pero al entrar a un medio dieléctrico de indice de refraccién mayor a
1, con una velocidad mayor a la velocidad de la luz en ese medio (v > ¢/n o
B > 1/n) emite lo que se conoce como radiacién de Cherenkov. Muy parecido a
la onda se sonido cuando se rompe la barrera del sonido, al romper ”la barrera
de la luz”se genera una onda luminosa. Por lo regular esta en las frecuencias
del azul y el ultravioleta, por lo que a simple vista puede ser dificil de detectar,
pero como ya vimos en la seccién pasada tenemos tubos fotomultiplicadores
para detectar fotones. La fuente se puede atribuir a la emisiéon coherente de luz
de parte de los atomos y moléculas excitadas al paso de la particula.

De manera andloga a las ondas de sonido en el caso del rompimiento de la
barrera del sonido, la luz de Cherenkov se emite en un cono, cuyo dangulo plano
estd caracterizado por la ecuacién6}

Por esta caracteristica de la relacién del angulo con la 8 de la particula y lan
del material permite que los detectores de Cherenkov pueden diferenciar entre
masas de particulas que viajan a altas velocidades. Imaginemos que tenemos
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protones, kaones y piones con momentos de 1GeV/¢, respectivamente tendran
B’s aproximadas de 0,73, 0,89 y 0,99 (estdn acomodadas de la mas pesada a la
més ligera). Para empezar a ver luz de Cherenkov de estas particulas se requieren
medios con distinto indice de refraccion, para protones n > 1,37, para kaones
n > 1,12 y piones con n > 1,01.

Detectores semiconductores

iRecuerdan sus clases de electrénica? En ellas, o quiza si llevaron una materia
de estado sélido, y como tema extra en fisica atémica habran visto semiconduc-
tores, hechos de germanio o silicio son tratados particularmente para tener una
barrera que debe romperse aplicando un voltaje, hasta que se alcanza ese voltaje
es que pueden conducir la corriente. Esto se parece mucho a un detector de ioni-
zacién como los que vimos primero, un alto voltaje produce que haya descarga,
a bajos voltajes ni las ionizaciones producen una corriente y a voltajes medios
depende de la ionizacién.

De igual manera las ionizaciones pueden provocar conduccion en las uniones
semiconductoras, no se utiliza un diodo o transistor, si no uniones especialmen-
te hechas para este fin. Asi de manera compacta podemos tener cdmaras de
ionizacién, el grosor de las placas puede ser de apenas 200 — 300um. Teniendo
varios de estos detectores, en placas de apenas bem X 5cm, podemos sustituir
las cdAmaras multialambricas en la tarea de determinar posiciones y trayectorias.

Calorimetros

Un calorimetro es un detector que mide la energia de las particulas, no es que
mida la temperatura de las particulas pero como bien saben en calor es energia,
todo arreglo experimental que mida energia de las particulas es denomindo un
calorimetro.

El material o arreglo de materiales que conforman al calorimetro absorbe
toda la energia cinética de la particula, si es un solo bloque de material por
las caracteristicas de la ionizacién en el medio es posible saber en que rangos
de energia estan las particulas que ya no salieron. Puede hacerse por secciones,
contar la cantidad de particulas que salen tras un cierto grosor de material,
contar cuantas atraviesan el siguiente y asi consecutivamente. Asi se pueden
medir distintas energias dependiendo de en cuantas capas ya no aparece la
particula.

Un centellador también puede ser un calorimetro, se puede asociar la can-
tidad de luz emitida y asociarlo a la energia de la particula, de nueva cuenta
enfatizando que la particula debe perder toda su energia cinética. Varias capas,
o lo suficientemente gruesas, de cAmaras proporcionales o contadores de ioniza-
cién sirven de la misma manera, ademéas de entregar informaciéon por medio de
las ionizaciones.

No solo particulas cargadas pueden depositar su energia en un calorimetro,
los fotones pueden hacerlo también a través de produccién de pares. El fotén al
interactuar con los nucleos del atomo produce un par electrén-positrén, como
ya saben ustedes, los pares provocan ionizaciones y por el método ya conoci-
do podemos obtener informacion, pero si su energia es muy alta no perderan
energia por ionizacién sino por radiacién, produciendo maés fotones, y regresa-
mos al inicio, fotones que pueden interactuar con los ntcleos por produccion de
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pares que ionizan o radian. Los pares electrén-positrén y los fotones derivados
depositaran toda su energia en el medio.

Para hadrones el caso también puede ser distinto, si es cargado y no muy
enérgetico deposita su energia por ionizaciones, no es un caso nuevo. Pero si
lleva mucha energia o es neutro sus interacciones son con el nicleo por inter-
accion fuerte, estas interacciones provocan que los hadrones mas pesados vayan
produciendo hadrones ligeros que depositaran toda su energia en el medio.

Las tnicas particulas que nos daran problemas en un calorimetro seréan los
neutrino, por un lado para neutrino no sirve este detector, debido a su masa tan
pequena y su carga neutra, pero ademds si algiin hadrén tiene una interaccion
en la que libere un neutrino se perdera esa informacién de la energia, tendremos
una medida errénea. Por otro lado los piones neutros directos o derivados decaen
en un par de fotones, aqui hubo un cambio de procesos, pasamos seguramente
de una interaccién fuerte a una electromagnética, la ultima actia de forma local
y de nueva cuenta tenemos pérdida de informacion.

3. Aceleradores
Hay dos principales usos para los aceleradores de particulas

= Descubrir nuevas y exéticas particulas

= El estudio de la estructura de nicleos y particulas

La primera tarea se debe a que de forma natural, sea por rayos cosmicos
o decaimientos, tenemos muy poca variedad de particulas elementales, para
generar particulas cada vez més pesadas se necesitan energias cada vez mayores.
;Cual es el limite de la masa que se puede producir? No lo sabemos pero se piensa
que el limite es la masa de Plank (hc/G, ~ 1,22 x 1020eV/c?), pero jimaginense
la cantidad de energia necesaria para producir esa particulal

Para el estudio de la estructura veamos qué energias son necesarias, recor-
demos la longitud de onda de de Broglie

Para la facilidad de cédlculos posteriores usaremos la longitud de onda de de
Broglie reducida

x= At
2t p

De éptica sabemos que para ver una particula de dimensién d (sea su didme-
tro, su arista, su eje menor) necesitamos una longitud de onda igual o menor

A<d

Sustituyendo el valor de \

3
IV
S
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Recordemos que las dimensiones nucleares estdn en el orden de fm que son
10~ '%m, tomemos una aproximacién semi cldsica sélo por esta ocasién para la
energia cinética de un protén

Eyin = 5 —

Como ya habran visto en otras materias nos conviene poner los valores en
términos de valores muy conocidos, constantes que den algin sentido fisico, o
s6lo para mostrar nuestra maestria en hacer un poco de algebra.

Epin 1 ( h ?
mpc  2d2 \'mye

El término entre paréntesis es la longitud de onda de Compton del protén

- h he 1973 MeV fm
P mye mpe2 938 MeV

= 0,210 fm.

Sustituyéndolo en nuestra aproximacion de la energia cinética

N 2
Ekin 1 >\p
= | —= = 0,02
mpc? 2 ( d ) ’

Ehin =0,02m,c* = 0,02 x 938MeV = 18,76 MeV

Para iniciar el estudio nuclear empezamos con una energia alrededor de
20 MeV. Perfecto, ahora jcémo construyo mi acelerador? Debemos ver como
acelerar la particula dependiendo de la energia requerida.

El acelerador de particulas mas sencillo es similar al cinescopio de una te-
levisién vieja, entre dos rejillas se pone una diferencia de potencial y se libera
en medio una particula, el medio debe ser vacio, por la diferencia de potencia
adquirird una energfa (tomando el campo eléctrico promedio como |E|V/d)

E=Fd=q|E|d=qV

Pero llegar con un aparato asi de sencillo a los 20 MeV es una tarea en la
que se corre el riesgo de morir, a mayores voltajes mayor el riesgo, se requiere
un arreglo experimental muy cuidadoso. Este que definimos es un generador
electrostatico, el mas limitado en voltaje pero con el que se inicio el estudio de
fisica nuclear y de particulas.

Unos conceptos utiles para esta seccién:

Flujo: la cantidad de particulas que cruzan un area unitaria perpendicular
al eje del haz por unidad de tiempo

F =n;v, (13)

donde n; es la densidad de particulas (por unidad de volumen ;la recuerdan?).
Tomemos que pasa una particula como caso ideal, entonces n; = 1/V, pone-
mos detectores pequenos para detectar las dispersiones, ese detector encierra
una parte diferencial del dngulo sélido (df?), la dispersién depende del flujo, de
la cantidad inicial de particulas, del angulo sélido encerrado por el detector,
entonces la cantidad de particulas detectadas son:
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dN = FNodS)

Imaginen que no saben qué es o, seria una constante de proporcionalidad,
pero nosotros ya sabemos es la seccién eficaz.

do(0)
ds2
Luminosidad: la cantidad de eventos por unidad de seccion eficaz que tienen
lugar en una seccién transversal del haz por unidad de tiempo

A/s o Nl NQf

Otot B A7

para explicar esta férmula debemos entender que los haces de particulas no
vienen uniformes y continuos en el espacio, vienen por paquetes, cada paquete
interactiia con el blanco en su seccién de encuentro y tiene una cierta separacion
con cero o casi nada de particulas del siguiente paquete, pero cada paquete tiene
una distribucién uniforme de particulas sobre un drea A. Cada paquete colisiona
con una frecuencia f, y la luminosidad entre dos paquetes con Ny y Ny particulas
respectivamente, estd dada por la férmula lineas arriba.

0(0)dQY = do(0) = o(0) =

L:

3.1. Generadores electrostaticos

El generador electrostatico mas conocido es el Van de Graff, que acelera las
cargas por un método mecdanico y electrostatico. Se generan iones y son puestos
en una banda mdévil, usando voltajes del orden de 20 — 30kV, la cinta viaja
por medio de un motor hasta una terminal donde es recolectada por agujas
metdlicas que lo distribuyen por una amplia drea metdalica. Asi se tiene una
regién cargada negativamente, dentro de ella se producen iones y por repulsion
columbiana salen disparados fuera de esa area, un esquema se ve en la figura
11

Para aumentar el voltaje sin que se produzcan descargas en el medio se
sule encerrar todo el arreglo en contenedores con gases inertes. Pueden llegar a
acelerar particulas con energias de 30 — 40M eV, pero no mas all4.

Aceleradores lineales

El siguiente paso en aceleracién de particulas es mantener una aceleracién
constante en las particulas del haz, es facil decirlo pero aplicarlo no serd tan
sencillo. Los aceleradores lineales constan de varios segmentos tubulares de dis-
tintas longitudes, en las uniones de los tubos se aplica un voltaje que cambia de
signo (dentro del tubo no hay voltaje), de manera similar al primer ejemplo, el
del cinescipio de televisién vieja, pero en cada etapa se repite el proceso. Ima-
ginemos un protén que es acelerado fuera de su fuente ya que siente un voltaje
negativo al inicio del primer tubo, es acelerado y entra al tubo, en el momento
que esta dentro el voltaje del frente del tubo cambia a uno positivo, la repele,
y al final del tubo a uno negativo, la atrae. Se repite el paso anterior, llegando
a otro tubo donde sucede lo mismo, asi por varias etapas hasta alcanzar una
energia considerable.

El SLAC produce electrones con 50GeV de energia, su longitud es de 3km.
La limitante para hacer linac de mayor energia es que para distancias mayores
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Figura 11: Esquema de un generador Van de Graff. Tomado con fines educativos
de Henley [I]

la curvatura de la tierra interferira, ademas de la necesidad de voltajes cada vez
mayores.

()ptica del haz

En el caso del acelerador anterior ;cémo es que la particula no se desvia
del eje del tubo? realmente se desvia, pero para evitar que salga por un lado se
requiere manipular un poco el haz para que siga su trayectoria. Por su similitud
con la luz y las lentes de enfoque y desenfoque a esta seccién se le llama 6ptica
del haz, pero no es que tratemos sélo con luz.

Utilizaremos lentes magnéticas, el haz es de particulas cargadas que se guian
por la ley generalizada de Lorentz, se pueden disponer los imanes como se mues-
tran en la figura

Fq(B+7x3)

Como saben el campo magnético provoca una desviacién perpendicular a
la trayectoria de la particula, teniendo configuraciones de imanes es posible
deflectar el hazs, como se muestra en la figura

Esto se puede hacer con dipolos, pero dista mucho de poder enfocar, para
lograr el mismo efecto de un lente se usan cuadrupolos, en un eje pueden enfocar
y en el otro desenfocar, con varios arreglos se logran ensambles como los de la
Optica.
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3.2. Ciclotron

Si en un acelerador lineal el problema es la extensién, ;porqué no intentar
con uno circular? Usando el principio de resonancia, se construye un acelerador
a partir de dos secciones metélicas en forma de D huecas conectadas a un alto
voltaje oscilante. El sistema se sitia en un campo magnético también de alta
intensidad, perpendicular a las secciones huecas.

El funcionamiento se parece un poco al del linac, mas un campo magnéti-
co que produce la curvatura en la trayectoria. La fuente de iones o particulas
cargadas se pone en la seccién en medio de las dos D’s, como estas secciones
tienen un alto voltaje es atraida hacia una de ellas, pero en esa seccién fuera
también logré sentir el campo magnético, lo que provoca que la particula entre
curvandose a la cavidad. Dentro de la D ya no siente el campo magnético, pero
la patada inicial basté para curvar su trayectoria y el campo eléctrico ahora
cambiado de signo produce que se acelere en direccién de la otra seccién D, una
vez que esta en camino y sale a la regién intermedia vuelve a sentir 1 patada del
campo magnético, vuleve a curvarse pero ademas va aumentando su velocidad.
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Figura 13: Esquema de funcionamiento de un ciclotron. Imagen de Ernest O.
Lawrence - U.S. Patent 1,948,384, de dominio publico

Para checar esto quedemos con una aproximacién clasica, el campo magnéti-
co provee la aceleracién centripeta (podemos quitar la parte vectorial por lo que
se ver en la figura |14)), igualamos las fuerzas
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Este aclerador ya no funciona para poder acelerar a velociodades relativistas,
la frecuencia necesaria se vuelve altisima, para esos caso se usa un acelerador
sincrotron.

3.3. Sincrotén

Seguimos con el mismo principio de funcionamiento del linac, pero acomo-
dado en un circulo, en lugar e un campo magnético que bane a toda la cir-
cunferencia ahora ponemos campos magnéticos pequenos en los segmentos de
aceleracion que como el linac van alternando voltaje para acelerar la particula,
pero ahora el campo magnético actiia en cada segmento.

4. Introduccion, muy leve, al método Montecar-
lo

Generar ntimero aleatorios computacionalmente es necesario para simular
varios de los fenémenos de fisica de particulas y nuclear. Tanto para labores
tedricas, pero sobre todo en las experimentales una simulacién es la base para
comparar la teoria y las observaciones. Una forma de explotar nuestra ya larga
tradicién de trabajar con los modelos ideales para estudiar lo menos ideal, el
experimento.

Para generar cadenas aleatorias en el dia a dia podemos hacer uso de un
dado o unas moneda, por muy danados que estén los objetos, a menos que estén
minuciosamente cargados tanto los dados como la moneda, siempre habrda un
factor de azar. Pero una computadora es lo més alejado a la aleatoriedad, por
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Figura 14: Modelo de un acelerador sincrotrén. Imagen de EPSIM 3D/JF San-
tarelli, Synchrotron Soleil

construccién esperamos que la computadora haga lo que deseamos y no quede
nada o casi nada al azar.
Si ponemos de ejemplo la siguiente formula:

/

x' = (azx + ¢)mod m, (14)

Si se asignan valores y se corre la férmula de forma recursivaﬂ se obtendran
varios numeros que parecen estar distribuidos al azar, como se ve en la figura
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Figura 15: Puntos generados por la férmula

El programa para hacerlo en python se puede ver en el listing 4 Como

"Partimos de un casos base z = 1 con los valores de las constantes a, ¢ y m asignados,
calculamos =’ y al siguiente paso evaluamos la férmula ahora con z’ en lugar de z = 1y
repetimos N veces
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pueden ver de la imagen y del programa sélo genera ntimeros positivos entre 0 y
m, pero parece que son generados al azar, sélo eligiendo las constantes correctas.

from pylab import plot ,show

N=100
a=1664525
c=101390422
m=4294967296
x=1

results =[]

for i in range(N):
x=(axx+c)\%m
results .append(x)

plot (results ,”0”)
show ()

Listing 1: Generador pseudo-aleatorio en python.

El algoritmo es un generador de niimeros aleatorios linealmente congruentes,
y a pesar de que parecen ser aleatorios realmente estdn correlacionados. Para
evitar las correlaciones se usa el algoritmo Mersenne twistter que es un “gene-
ralized feedback shift-register generator”, algoritmo implementado en python.

Como se hizo con el ejemplo del generador linealmente congruente que se
inici6 con un valor x = 1 y se fueron obteniendo los deméas valores de forma
recursiva, lo mismo se hace en el algoritmo Mersenne twistter, a esos valores se
les llaman semillas.

Ahora hemos creado ntmeros todos con el mismo peso, pero si se quieren
generar numeros de acuerdo a una distribucién de probabilidad distinta, usar
unos dados o una moneda cargada, por ejemplo, si tuviéramos una moneda
cargada de tal forma que la probabilidad de que salga aguila es el 20% y de
que caiga Sol 80 %. Se corre el mismo algoritmo pero se ponen condiciones. Si
el generador genera uniformemente nimeros entre 0 y 1, se condiciona a que si
el nimero esta entre 0 y 0,2 elegimos que es dguila, de lo contrario Sol, como se
ve el el listing

from random import random,
if random () <0.2:
print (7 Aguila”)
else:
print (7 Sol”)

Listing 2: Generando nimeros de acuerdo a una distribucién.

4.1. Decaimiento radiactivo

Sabemos que un nicleo radiactivo decae de acuerdo a una ley de decaimiento
del tipo:

N(t) = N(0)27Y/7,
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donde t es el tiempo transcurrido y 7 es la vida media del ntcleo. Esto quiere
decir que tras un tiempo t la fraccién de nucleos radiactivos que quedan respecto
a la medida inicial es N(t)/N(0) = 277, o, de otra, forma, la probabilidad de
que un nucleo haya decaido tras un tiempo t es:

p(t) =1-27"7

Consideremos 1000 ntcleos de 2°®TI, que tienen una vida media de 3,053
minutos y decae al niicleo estable 298 Pb. Similar al problema anterior generare-
mos numero entre 0 y 1 por cada uno de los 1000 nicleos, si cae entre 0 y p(t)
consideramos que decayé, entonces contamos un ntcleo de 2°8 Pb, de lo contrario
lo contamos como un ntcleo de 2°%T1. En el listing se muestra el programa
que simula los decaimientos, la grafica se puede ver en la figura

from random import random
from numpy import arange
from pylab import plot ,xlabel ,ylable ,show

#Constantes

NTI = 1000 #numero inicial de thalios

NPb = 0 #numero inicial de plomos

tau = 3.053%60 #vida media del thalio

th = 1.0 #tamano de paso en el tiempo

p = 1-2%x(—th/tau) #probabilidad de que decaiga un TI
tmax = 1000 #tiempo total

#los puntos a graficar
tpuntos = arange (0.0 ,tmax,h)
Tlpuntos = []

Pbpuntos = []

#ciclo principal

for t in tpuntos:
Tlpuntos.append (NTI)
Pbpuntos . append (NPb)

#calculando el numero de nucleos que decayeron
decay=0
for i in range(NTI):
if random ()< p:
decay+=1
NTl —= decay
NPb += decay

#La grafica

plot (tpuntos , Tlpuntos)

plot (tpuntos , Pbpuntos)
xlabel (” Tiempo” )

ylabel (”Numero de nucleos”)
show ()

Listing 3: Generando nimeros de acuerdo a una distribucién.

4.2. Numeros aleatorios no uniformes

La probabilidad de decaimiento que hemos estado usando la podemos mani-
pular un poco para calcular la probabilidad diferencial, la probabilidad de que
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Figura 16: Simulacién del decaimiento del 29T (azul) en 2°8 Pb (amarillo).

un ntcleo decaiga en un tiempo entre ¢t y t + dt:

dp =1 —274/7
=1 — exp(in(2-4/7))

=1- exp(_Tdtln(Q))

dt
=1— (1 - —In(2)), aproximando a primer orden la exponencial
T

dt
=—In(2
“in(2)

De esta forma ya se tiene una diferencial de la distribuciéon de probabilidad
como funcién del tiempo para el decaimiento. Pero jcudl es la distribucion de
probabilidad? Seria la probabilidad de que un ntcleo se mantenga por un tiempo
t sin decaer, que como sabemos es 277 la probabilidad total serfa:

P(t) = 2*”7@& (15)

Conforme pasa el tiempo la probabilidad de decaimiento es menor. Esta
distribucién ya no es uniforme, para poder aplicarla debemos generar nimeros
de acuerdo a esta distribucion.

Para obtener a partir de las funciones aleatorias del lenguaje de programa-
cién, se hace uso del método de transformacion. Veamos en que consiste.

Supongamos que se tiene una distribucién de probabilidad conocida, la fun-
cion aleatoria del lenguaje de programacién, que genera nimeros z con la proba-
bilidad ¢(z), con la probabilidad de generar un nimero entre z y z+dz dada por
q(z)dz. Por otro lado se tiene una funcién = = x(z), de tal forma que z(z) tam-
bién es un ntimero aleatorio, pero puede tener una distribucién de probabilidad
distinta, llamémosle p(x), distinta de ¢(z).
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Por esta definicién, la probabilidad de generar un numero entre z y z + dz
es igual a la probabilidad de generar un niimero entre x y = + dx, es decir:

p(z)dz = q(z)dz (16)

Esto nos puede ayudar a conocer la funcién z(z). Supongamos que la distri-
bucién conocida ¢(z) es la uniforme, eso quiere decir que g(z) =1deOal,y
q(z) = 0 para cualquier otro punto, integramos de ambos lados en la ecuacién
LLO|

/f) p(a’)dz’ = /Oz(l)dz’ =z (17)

De poder hacer la integral del lado izquierdo ya sélo seria cuestion de despejar
T en términos de z.
Para nuestro caso por suerte es integrable lo que se tiene:

t(z)
z= / p(t')dt'

— 00

t(z)
:/ ln(2)2—tl/7'dt/
o T
=In(2)(1 — e ¥/7)
De lo que resulta

t= —rin (1 - ln’é)> . (18)

Generamos numeros aleatorios uniformemente y evaluamos esa expresion.

5. Distribucion Gaussian

Es muy conocida la distribucién

- 1 x?
p(x) = Norhi ( 202>
En este caso para generar niimero aleatorios a partir de la distribuciéon gaus-
siana no podemos aplicar el método de la transformacion, esa integral no sabe-
mos como resolverla. Pero se puede hacer cambio de variable.
Ahora en lugar de generar un nimero generemos dos, x y y, de acuerdo a
una distribucién gaussiana cada uno:

d dy —— 2\ ! vy
p(z)dz < p(y) o A N Pl Ky mom il N ply KL
x2 + y2

! dxd
omg? exrp | — 952 ray,

2

que podemos cambiar a coordenadas polares con r? = 2 +142 y las diferenciales

pasan de dxdy a rdrdf
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p(r,0)drdd =53 ¢TP (_W> rdrdf

r r? do
= ﬁexp — ﬁ dr x %

Ahi ya estdn separadas las partes radial y angular. Y en cada una de las
partes ahora si aplicamos el método de transformacion y se tienen las formulas

para generar:

r =+/—202In(1l — 2)

0 =27z, de ambos se obtiene
x =rcosh

y =rsenf

5.1. Integracién Montecarlo

Como en el caso pasado el problema era integrar, ;algiin método con nimeros
aleatorios me puede calcular la integral? Resulta que si. Tengamos la siguiente

integral:
I = ; — | dx. 1
/Oszn |::B(2—.%‘):| T (19)

La gréfica de la funcién en el rango mencionado se ve en la figura por
las infinitas oscilaciones de las orillas la integral se complica, pero como pueden
ver la gréfica estd encerrada en un rectangulo de area 2 x 1, por lo que el area
que cubre la funcién, la integral, menor a un area de 2 x 1 unidades cuadradas.
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Figura 17: Grafica de la funcién a integrar en la ecuacion
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Podemos aproximar la integral sabiendo esto. Hay que generar niimero alea-
torios entre 0 y 1 para cada punto en el rectangulo. Si cae dentro de la area de
I se cuenta, si cae fuera no. Lo que sabemos es que

I #{puntos que caen en I}

A " #{puntos en total generados}
#{puntos que caen en I}

I~ x A

#{puntos en total generados}

El programa en python que puede calcular esta integral por el método Mon-
tecarlo se ve en el listing 7?7

from math import sin
from random import random

#Definimos la funcion
def f(x):
return sin (1/(x*(2—x)))**2

#Definimos las inicializaciones
N= 1000
count = 0

#ciclo principal
for i in range(N):
x=2xrandom ()
y= random ()
if y<f(x):

count+=1

#FEvaluamos la integral

I=2%xcount /N
print (I)

Listing 4: Integracién por Montecarlo.
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