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1. Preliminares

Antes de empezar con el tema, que seguro es nuevo o al menos tiene aspectos nue-
vos para todos ustedes, debemos de partir de un suelo en comun, las bases. Algunas no
las cubriremos pues confiamos en que sus profesores de semestres pasados las dejaron
muy claras, pero si no pueden acercarse, mandar un correo y podemos apoyarles en la
medida de lo posible.

Hay dos conceptos que seguro ya vieron, pero que nos interesa regresar a ellos
pues queremos ver algunos detalles especificos y ademads seran utilizados durante el
curso (ademds de que de ahf salen ejercicios y debemos dejarles algo para que hagan
ustedes). Estos son los de las induccién y la recursion.

En primer lugar hay algunas funciones que se definen de esta forma y que en esta
materia tendrdn importancia, tanto de forma inductiva como recursiva. Pero ademas
durante el resto de la carrera necesitardn de estos conceptos y seguramente durante su
desempeifio profesional les serdn utiles, ya mas adelante les comentaré al respecto.

1.1. Relaciones
Empecemos con las ideas bésicas:

Definicion 1 Dados dos conjuntos A 'y B (posiblemente vacios), su producto Carte-
siano, denotado por A x B, es le conjunto de parejas ordenadas:

{{a,b) | a € B, b € B}.

Definicién que se puede ampliar a mas conjuntos, digamos A, Ao, ..., A, donde
el producto Cartesiano es el conjunto de eneadas ordenadas (aq, as, ..., a,). De esta
forma podemos definir

Definicion 2 Una relacion binaria entre A y B es cualquier subconjunto R (posible-
mente vacio) de A X B.

Ya en esta definicion hay un espoiler, ya que le llamo R, esto deriva en lo que
Ilamamos una relacién.

Definicion 3 Dada una relacion R entre los conjuntos Ay B, el conjunto
{zr € A|3Jy € B{(z,y) € R},

es llamado el dominio de R, dom(R). El conjunto
{y € B| 3z € A (x,y) € R},

es llamado el rango de R, rango(R)



Para ahorrar espacio podemos escribir (z,y) € R como zRy.

Funciones parciales, totales y composicion

Si se dan cuenta, estamos poniendo en un lenguaje formal algunas cuestiones ma-
temadticas que ya han usado desde hace afios, seguro desde su primer curso de ma-
tematicas en primaria. Recuerden que estamos en lo de las bases comunes, asi que
sean pacientes con el exceso de definiciones. Ahora vamos con una definicién de las
funciones a partir de las relaciones.

Definicion 4 Una relacion R entre dos conjuntos Ay B es funcional si 'y sélo si, para
todax € A yy,z € B, (x,y) € Ry (x,2) € R implica que y = z.

Definicion 5 Una funcion parcial es la tripleta f = (A, G, B), donde A y Bson
conjuntos arbitrarios (posiblemente vacios) y G una relacion funcional (posiblemente
vacia) entre Ay B, llamada la gréfica de f.

Que también suele escribirse la funcién parcial como f : A — B, el elemento
tnico en el rango de f tal que (z,y) € graf(f) se denota por f(x). Una funcién total
es aquella funcién para la cual dom(f) = A.

Y para no dejarlo, vamos a hacer més abstracto algo que ya usan desde hace afios,
pero sigan la corriente, estamos formalizando todo, como si fuéramos a una fiesta ele-
gante.

Definicion 6 Dadas dos relaciones binarias, R entre Ay B, y S entre By C, su
composicidn escrita como R - S es una relacion entre A 'y C definida por el siguiente
conjunto de parejas ordenadas

{(a,c) | I € B, (a,b) € Ry (b.c) € S}

Con esto podemos definir uno de esos factores que nos resultdn ttiles para algunas
propiedades algebraicas de los conjuntos, la identidad, en este caso la relacion identi-
dad (I4) definida como {(z, z) | € A}, que es una funcién total. De manera similar
podemos definir la relacién conversa que al pasarlo a términos de relaciones funciona-
les derivara en la funcién inversa.

Inyecciones, suprayecciones y biyecciones

Va un carrusel de definiciones

Definicion 7 Una funcion f : A — B es inyectiva (uno a uno) si y sélo si para toda
(z,y) € A f(z) = f(y) implica que x =y

Definicion 8 Una funcion f : A — B es suprayectiva (sobre) si y sdlo si para toda
y € B, hay alguna x € A tal que f(x) = y. Es decir, el rango de f es B.

Y una funcién es biyectiva si es uno a uno y sobre.



1.2. Imagen directa, imagen inversa y secuencias

Mais definiciones, no se agobien, es sdlo para que todo quede bien definido, pero
seguro estos son conceptos que ya tienen claros o al menos los han manejado con una
cierta nocion.

Definicion 9 Dada una funcion (parcial) f : A — B, para todo subconjunto X de A,
la imagen directa (imagen) de X bajo f es el conjunto

{yeB|3reX, f(z) =y}, (1)

Denotada como f(X). Para todo subconjuntoY de B, la imagen inversa de Y sobre
f es el conjunto
{reAllyey, f(z) =y} 2)

denotada como f~(Y)

Definicion 10 Dados dos conjuntos I y X, una secuencia I-indexada (o simplemente
secuencia) es cualquier funcion A : I — X, denotado (A;)icy. I es el conjunto indice.
Si X es un conjunto de conjuntos, (A;)icr es una familia de conjuntos.

1.3. Vamos todos a contar

Todo esto anterior es para saber, de manera formal, qué es lo que hacemos cuando
contamos. Lo que hacemos es definir una secuencia. Pero algunas de las definiciones
anteriores nos pueden dar mds detalles de la secuencia que usamos para contar.

Cuando aprendemos a contar en la infancia lo hacemos con los dedos, lo que hace-
mos es asociar los objetos contados con los nimeros naturales. En ese sentido decimos
que un conjunto A es:

= Numerable siy s6lo si o A = () o si hay una suprayecciéon h : N — B
= [nfinitamente numerable si 'y solo si hay una biyeccion h : N — A
= No numerable de cualquier otra forma.

Siendo més quisquillosos podemos hablar de los enteros positivos, que estardn de-
finidos como N, el subconjunto de los naturales positivos {1, 2, ..., n} se denota como
[n]. De esta forma [0] seria el conjunto vacio. Decimos que un conjunto A es finito si
y s6lo si existe una biyeccién h : [n] — A para alguna n € N. Ese natural n es la
cardinalidad del conjunto A, se escribe | A|.

Si hablamos de secuencias y el conjunto indice son los naturales, la secuencia
(A;)icr es una secuencia contable, en el caso de que I sea [n] para algin n € N

entonces es una secuencia finita.

1.4. Relaciones de equivalencia

Definicion 11 = Una relacion binaria R C A x A es reflexiva si y sélo si para
todax € A, (z,x) € R.

» Larelacion R es simétrica si y sélo si para toda las x,y € A, (x,y) € Rimplica
que (y,x) € R.



» La relacion R es transitiva si y sdlo si para todas las x,y,z € A, (z,y) € Ry
(y,z) € Rimplica que (x, z) € R.

= Silarelacion R cumple las tres caracteristicas anteriores, entonces es una rela-
cién de equivalencia

Definicion 12 Dada una relacion de equivalencia R sobre un conjunto A para toda
x € A, el conjunto {y € A | (z,y) € R} es la clase de equivalencia de x médulo R y
se escribe como [x]g.

Piensen en los enteros que entran en la clase de equivalencia del 2 médulo 3: 2, 5,
8, 11,....

Si juntamos todas las clases de equivalencia de los enteros médulo 3 volvemos a
formar todos los enteros, pero ademds ningin elemento estd en dos clases a la vez.

= El conjunto de clases de equivalencia médulo R es el cociente de A por R, A/R

= A/R es también llamada una particion de A, cualesquiera dos clases de equiva-
lencia son no vacias y disjuntas.Su unién es A misma.

= La funcién suprayectica hg : A — A/ R es la funcion candnica respecto a R.
Dada cualquier relacién R sobre un conjunto A, las potencias de R son:

s RV =14,

» R'=R,

» R =R". R

Launién R = |J,,~, R" es la cerradura transitiva de R y es la relacion transitiva
mds pequefia sobre A que contiene a R. Por otro lado R* = |, ., R" es la cerradura
reflexiva y transitiva. B

Vamos a un ejercicio:

1. Dada una relacién R sobre un conjunto A, prueba que R es transitiva si y sélo si
R-RCR.

De izquierda a derecha: Asumimos R es transitiva, por deﬁnicién R es transitiva
si y sélo si para todas x,y,z € A, que (z,y) € Ry (y,2) € R implican que (z,z) €
R. Es decir que si (a,¢) € R existe una b tal que (a,b) € Ry (b,c) € R. Pero
si recuerdan esta es la definicién @ de la composicién de relaciones, si (a,b) € Ry
(b,¢) € Rentonces (a,c) € R- Ry como (a,c) € R, entonces R- R C R.

De derecha a izquierda: Es similar, por definiciones.

1.5. Ordenes parciales y totales

Nos vamos acercando poco a poco a lo que es el tema de esta seccion, pero reque-
rimos tener claras las definiciones. Van unas pocas mas.

Definicion 13 Una relacion R sobre un conjunto A es antisimétrica si y sdlo si para
todaz,y € A, (x,y) € Ry (y,z) € R implica que v =y

Definicién 14 = Una relacion R sobre A es un orden parcial si y sdlo si R es
reflexiva, transitiva y antisimétrica.



» Dado un orden parcial R en A, la pareja (A, R) es llamado un conjunto parcial-
mente ordenado. Un orden parcial se denota por el simbolo <.

» Dado un orden parcial < en A, dado cualquier subconjunto X de A, X es una
cadena si y solo si para todos v,y € X,ox <yoy < x.

= Un orden parcial < en un conjunto A es un orden total (u orden lineal) si y sélo
si A es una cadena.

= Dado un orden parcial > en un conjunto A, dado cualquier X C A, un elemento
b € A es una cota inferior de X si 'y sdlo si paratoda x € X, b < X. Por el otro
extremo m € A es una cota superior si y sélo si para toda x € X, x < m. Noten
que by m son elementos de A pero no necesariamente de X.

» Un elemento b € X es el minimo de X siy solo si paratoda x € X, b < x. Un
elemento m € X es el maximo de X siy solo si para toda x € X, x < m. Estos
valores son tinicos.

= Dado un subconjunto X de A, un elemento b € X es minimal en X siy sélo si
para toda x € X, x < bimplica que x = b. Un elemento m € X es maximal en
X sipara toda x € X, m < x implica m = x. Estos valores no son tinicos.

= Un elemento m € A es la minima cota superior de un subconjunto X, si'y sélo
si el conjunto de cotas superiores de X no es vacio y m es el elemento menor en
este conjunto. Un elemento b € A es la maxima cota inferior de X, si y sdlo si
el conjunto de cotas inferiores de X no es vacio y b es el elemento mayor en este
conjunto.

2. Conjuntos bien fundados e induccion completa

Como hasta este punto han visto puras definiciones tomaré una pausa para hablarse
de una mujer relacionada con este tema que empezaremos a tratar. Si caminan por los
pasillos de la facultad de ciencias, en una de sus escaleras hayaran el mural de Emmy
Noether (quiza no se parece mucho, y no le dieron el tiempo suficiente a la persona que
hizo el trabajo creativo, pero es valioso que se reconozca el trabajo de la cientifica). A
esta matemadtica se le deben algunos de los conceptos que trataremos en este capitulo.
Nacida el 23 de marzo de 1882 en Erlangen, regién bdvara alemana, su investigacion
fue variada y extensa. En fisica es famosa por el teorema de Noether, relacionado a
las conservaciones de magnitudes fisicas con simetrias en el formalismo matematico.
Para el caso tratado aqui lo relevante es su labor en el dlgebra abstracta. Fue una de las
primeras mujeres en poder matricularse en la universidad de Baviera donde tom clases
con Karl Schwarzschild (también muy conocido en la fisica y astrofisica), Minkowski,
Klein y Hilbert.

Por varios afios ya tras titularse dio clases en la universidad de Erlangen sin recibir
sueldo, entre que suplia a su padre y que no tenian contemplado darle un sueldo de
profesora a una mujer. Hilbert y Klein insistieron en que se le dejara ingresar como
profesora a la universidad de Gotinga, pero una parte de la facultad se negd, un tanto
ante el qué dirdn. A esto Hilbert respondi6: “No veo por qué el sexo de un candidato
pueda ser un argumento en contra de su admision como privatdozent. Después de todo,
somos una universidad, no un establecimiento de barios” .



Figura 1: Amalie Emmy Noether, imagen de dominio ptiblico.

La induccién bien fundada también es conocida como induccién noetheriana, justo
por la labor de la matematica al respecto. Este tipo de induccién sucede en conjuntos
parcialmente ordenadas, que tienen un orden bien fundado. Dado un orden parcial <
sobre un conjunto A, el orden estricto < asociado con < se define como:

r<ysiyslosizx <yyx#uy. 3)

Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) estd bien fundado si 'y sélo si no tiene
infinitas secuencias decrecientes (;);en, es decir, secuencias tales que x; 1 < z; para
todaz > 0.

Lema 1 Dado un conjunto parcialmente ordenado (A, <), (A, <) es un conjunto bien
SJundado si y sélo si todo subconjunto no vacio de A tiene un elemento minimal.

De izquierda a derecha: Suponemos que (A, <) es bien fundado, como lo hace el
libro [1]] es por contradiccion, suponiendo que cualquier subconjunto X C Ay que no
tiene un elemento minimal, entonces para cualquier x € X existe una y € X tal que
y < x, no hay un minimal € X. Como X no es vacio existe g € X, y de ser cierto
lo anterior entonces existe 1 € X tal que 1 < x. Si aplicamos este argumento de
manera recursiva llegamos a que tenemos una secuencia infinita decreciente, pero eso
es una contradiccién con nuestra suposicion inicial de que el conjunto es bien fundado.
Es necesario que X tenga un minimal.

De derecha a izquierda: Suponemos que todo subconjunto no vacio de A tiene un
minimal. Si una secuencia infinita decreciente (x;) existe en A, debe tener a fuerzas,
por la primera suposicién, un minimal, pero esto contradice el hecho de que x5 <

Ahora si, el momento mds esperado del dia definiremos el principio de induccion
completa o estructural.

Definicion 15 Sea (A, <) un conjunto ordenado parcialmente bien fundado, y sea P
una propiedad del conjunto A, es decir, la funcion P : A — {false, true}. Decimos
que P(x) se cumple si P(x) = true. Para probar que una propiedad P se cumple
para toda z € A, basta con mostrar que para toda x € A:



= Hipdtesis inductiva: si x es minimal o P(y) es cierto para today < x

= entonces P(x) se cumple.

El paso inductivo es que para toda z, el primer inciso implica el segundo. De
manera formal:
(Ve A)[(Vy € A)(y <z D P(y)) D P(x)] D (Vz € A)P(z) 4)

Noétese que x es minimal, P(z) es el o los casos base.

Lema 2 El principio de induccion completa se cumple para todo conjunto bien funda-

do.

Y de nueva cuenta el autor de la ya tan citada obra en estas notas lo hace por
contradiccidn:
Prueba: Supongamos el principio de induccién completa es falso, entonces

(Vo € A)[(Vy € A)(y <z D P(y)) > P(x)], ©)

es verdadero, pero (Vz € A)P(z) es falso, es decir (3z € A)(P(z) = false) es
verdadero. En ese caso el conjunto
X ={z € A| P(z) = false}, (6)
es no vacio. Como A es bien fundado, X tiene algiin minimal b. Comoes verdadero
paratodax € A,seax =10
[(Vy € A)(y <b > P(y)) > Pb)]; ™

es verdadero. Si b ademads es minimal en A, na hay y € A tal que y < b, entonces

(Vy € A)(y < bD P(y)), ®)

es cierto de manera trivial (sribilin) y entonces P(b) = true lo que contradice que
b € X. De otra forma, para toda y € A tal que y < b, P(y) = true, ya que y
perteneceria a X y b ya no seria minimal. Pero entonces

(Vy € A)(y <bD P(y)), )

también seria cierto y mplica que P(y) = true, contradiciendo el hecho de que
b € X. Por lo tanto induccién completa es valida para conjuntos bien fundados [J.

2.1. Ejercicios

Veamos un ejercicio de induccion.

Proposicion: Todo entero n > 2 es un producto de nimeros primos.
Demostracion: Para n > 2 denotamos P(n) como el enunciado “n es un nimero
primo o el producto de dos nimeros primos”.

Base inductiva. P(2) es verdadero ya que 2 es un nimero primo.
Hipotesis inductiva. Suponemos n > 2y P(n) verdadera para 2 < k < n. Probamos
que P(n + 1) es verdadero.

= Sin + 1 es primo ya la hicimos.



= De lo contrario sabemos que 2 < k < n < n + 1, entonces existen z,y < n, y
n+ 1= zy, como z,y < nentonces P(x)y P(y) existen, por lo tanto n + 1 es
producto de primos y P(n + 1) existe.

Teorema 1 (Principio de induccion Noetheriana) Sea (A, =) un conjunto bien funda-
do. Para probar que una propiedad P(x) es verdadera para todos los elementos x en
A es suficiente probar las siguientes propiedades:

(a) Base inductiva: P(x) es verdad para todos los elementos minimales de A.

(b) Paso inductivo Para cada no minimal x en A, si P(y) es verdad para toda y < x
(hipdtesis inductiva), entonces P(x) es verdad.

Para darles un ejemplo no me detendré en el caso del tridngulo de Pascal, pero si
en el factorial que antes hicimos. Mds que un ejercicio es un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo: Demuestra que el factorial es una funcién total.

Recordemos que nuestra funcién factorial estd definida de la siguiente forma:

fl@)=z(z—1), z>0yzeN.
Entonces aplicamos la induccién:

= Base inductiva: Estamos trabajando en los naturales mas el 0 (Ny), el minimal
es el 0 y por la definicién de la funcién f(0) = 0! = 1, ya estd.

= Hipétesis inductiva: Supongamos es cierto paran > 0 con n € Ny, en ese caso
tenemos que f(n) = nl.

= Paso inductivo: Probemos que se cumple para n + 1. Para este caso por defini-
cién f(n+1) = (n+1)n!, como supusimos que n! estd valuado por consiguiente
(n + 1)n! estd valuado también, es solo una multiplicacién de naturales que da
un natural [J.

2.2. Orden lexicografico

Definicion 16 Sea un conjunto parcialmente ordenado (A, <), el orden lexicogrdfico
< en A x A inducido por < se define: para todas v,y,x',y’ € A,

(z,y) <p (2,y') si y slo st (10)
v=a'yy=y, o (11)
r<z' o (12)
r=2yy<y. (13)

Lema 3 Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado y bien fundado, el orden
lexicogrdfico en A x A es también bien fundado.

Demostracion: Otra vez, de acuerdo al autor del ya citado libro, 1o hace por contra-
diccién. Suponemos que hay una secuencia infinita decreciente ((x;, ¥;))ien en A x A.
Entonces



1. Hay un ndmero infinito de distintas =;: en este caso la sucesion es infinita y por
definicién (A, <) no es bien fundado.

2. Sélo hay un nimero finito de distintas x;: existe una k tal que para toda ¢ >
k x; = x;11, como supusimos al principio y ya que la z no puede decrecer,
entonces (y;);>k es una secuencia decreciente en A, contradiciendo que (A4, <)
es bien fundado.

No queda de otra que <y, sea bien fundado [.

Definicion 17 Sea Ny = {0,1,2, ...}, el conjunto de los enteros no negativos. La fun-
cion de Ackermann se define como:

Alz,y) =
if(x == 0) then return y + 1;
elseif (y == 0) then return A(xz — 1,1);
else return A(x — 1, A(z,y — 1));
(Es A(x,y) una funcidn total? Es decir a cada par en Ny x Ny ;le corresponde un

valor entero no negativo?
Demostracion: Sea C lo que denota el orden lexicografico en Ny x Ny de la forma:

my < ni,

(m1,ma) C (n1,n2) siy sélo si {
mp =mnpymg < ng

Entonces (N x Ny, C) es un conjunto bien fundado con elemento minimal (0, 0).
Ejercicio: Se tiene una funcién f : N — N definida como:

o) = xz —10 sixz > 100
"~ | f(f(z+11)) de otra manera.
Demuestra por induccién bien fundada respecto al orden < que:
z—10 six > 101
fz) =
91 de otra manera.
Un programa de Haskell para que vean que es cierto lo que dice:

funC x | x > 100 = x-10
| otherwise = funC (funC (x+11))

3. Trabajando sobre funciones

Ya hablamos de relaciones, nos centramos en las relaciones de orden parciales para
definir la recursion total, pero si recuerdan también hablaos de funciones y graficas
(,como podemos ampliar os conceptos a estas relaciones particulares?

Definicion 18 Un orden parcial en funciones parciales se define como: f C g si 'y sélo
si graf(f) es un subconjunto de graf(g). Decimos que g es una extension de f y que
f es una restriccion de g.



Un lema util:

Lema 4 Sea (f,)n>0 una secuencia de funciones parciales f, : A — B tal que
fn € fog1 paratodan > 0. Entonces g = (A,Ugraf(f.), B) es una funcién parcial.
Mds aiin, g es la minima cota superior de la secuencia ( f,).

4. Cadenas

Seré telegrafico en esta seccion, pues seguro estas definiciones ya las vieron una y
otra vez. Partimos de un conjunto A que incluso podria ser infinito:

» Una cadena es cualquier secuencia finita v : [n] — A, donde n € N.
= Al conjunto A se le suele llamar un alfabeto.

» Dadala cadena u : [n] — A, n es lalongitud de w, |ul.

= La cadena vacia corresponde an = 0, e.

= El conjunto de todas las cadenas sobre A se denota A*.

» Siw:[n] = Aesunacadena,n > 0, paratodai € [n], u(i) = u; es un elemento
de u.

= Las cadenas pueden concatenarse (no daré definicidn, ver la bibliografia).

= Luego vienen las definiciones de prefijo, sufijo, subcadena y subfijo propio, pue-
den verlas pero me parece pueden ya estar mas que claras.

5. Arboles

Los arboles son una estructura util para acomodar conjuntos de datos, relacionarlos
y agilizar la bisqueda.
5.1. Dominio de arboles

Definicion 19 Un dominio de drbol D es un subconjunto no vacio de cadenas en N,
que satisface las condiciones:

= Para cada u € D todo prefijo de u también estd en D.

» Paracadav € D, paratodoti € N, siui € D, entonces paratodaj, 1 < j <1j,
uj también estd en D

Un ejemplo es el dominio de drbol {¢,1,2,11, 21,22, 221,222,2211}.

Definicion 20 Dado un conjunto 3. de etiquetas, un S —drbol (o simplemente drbol)
es una funcion total t : D — Y donde D es un dominio de drbol.

Noten que el dominio del drbol muestra que es un conjunto de cadenas ordenadas,
el arbol tal cual es este mismo arreglo ordenado pero con cualquier etiqueta en sus ele-
mentos. El orden de cierta forma estd implicito aunque puede tener cualquier etiqueta.
El dominio se denota como dom(t), cada cadena u € dom(t) es llamada un nodo.
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Figura 2: Imagen de xked con licencia CC-BY-NC.

Definicion 21 El rango o ramificacion d(u) del nodo u es la cardinalidad del conjunto
{#|ui € dom(t)}.

Un arbol de rango 0 es una hoja.
El nodo con direccioén € es la raiz del arbol.
Un drbol ¢ es finito si su dominio dom(t) es finito.

Dado un nodo u en dom(t), todo nodo de la forma wi en dom(t) con i € N es
un hijo de u.

Ejercicio: Sea T" un 4rbol binario con altura h y n nodos. Entonces n < 2h+1 — 1.
Respuesta: Hacemos induccion sobre h, la altura del arbol. Caso base: El caso base
es cuando h = 0, en ese caso hay un nodo, es decir n = 1, y dado que h = 0 entonces

2h+1 _

1=21—-1=1,n=1<h = 1, de manera estricta 1 = 1, lo cumple.

Paso inductivo: Suponemos que se cumple para toda h > 0, debemos demostrar que
se cumple para h + 1. Debemos verlo por casos

S.2.

Caso 1: T consiste de una raiz mas un subarbol X . x tiene una altura h — 1 (es el
arbol sin la raiz). De tal forma que h maximo 2" — 1 nodos, asi que 7" contiene
maximo 2" nodos, que es menor que 2"*t! — 1 yaque 2"+ —1 =2x2" —1
que sin importar cuanto vale h cumple 2" < 2h+1 — 1

Caso 2: T consiste de una raiz y dos subdrboles X y Y, los cuales tienen alturas
Py q respectivamente, tales que p,q < h. Por el paso inductivo sabemos que
X y Y cumplen la relacién, es decir que X tiene a lo mds 2" — 1 nodos y Y
a lo mas 2971 — 1 nodos. Pero como p,q < h entonces ambos rboles tienen
una cantidad de nodos tales que < 2" _ 1. El niimero total de nodos es la suma
de los nodos de X y Y mads la raiz, es decir que el nimero total de nodos es
ST4H2P -1+ (29 -1)<14+2(2" —1) =121 2 =2+l 1 Asf
que el niimero total de nodos de 7" es < 21 — 1.0

Induccion estructural sobre arboles

Cuando se puede establecer un orden entre nodos, por ejemplo si el arbol se lle-
na con nimeros naturales, y el padre siempre tiene un valor mayor que los hijos, se
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Figura 3: Arbol ternario.

dice que el arbol tiene una propiedad de pila (heap). Para verlo concentremos nuestra
atencién en un arbol binario.

Proposicion: Si un drbol binario tiene la propiedad de pila entonces el valor en su
raiz es cuando menos tan grande como cualquier valor en los nodos del 4rbol.

Sea v(a) el valor en uno de los nodos del 4rbol, para demostrarlo se usa la estructura
recursiva de un arbol.

Caso base: Si el darbol contiene uyn s6lo nodo, la raiz, es claro que se cumple.

Paso inductivo: Suponemos es cierto para los arboles X y Y, con ello probamos
que es cierto para el drbol T' que consiste en un nodo rais y los subdrboles X y Y.
Sea r laraiz de T'y p y ¢ los hijos de esta raiz, es decir, la raiz de los drboles X
y Y respectivamente. Como suponemos que 7' tiene la propiedad de pila entonces se
cumple v(r) > v(p) y v(r) > v(q).

Ahora sea x cualquier nodo del drbol 7', probamos que v(r) > v(z) por casos:

= ¢ = res el caso obvio.

= 2 es un nodo en el subdrbol X, por la hipétesis inductiva v(p) > v(z) y como
sabemos que v(r) > v(p) entonces se cumple v(r) > v(x).

= 2 es un nodo en el subdrbol Y, por la hipétesis inductiva v(q) > v(z) y como
sabemos que v(r) > v(q) entonces se cumple v(r) > v(z).O

6. Definiciones inductivas

Una definicién inductiva tiene la siguiente estructura:

= Definicién de los dtomos, los elementos que son la base del objeto, pueden ser
variables, letras, nimeros.

= Especificacion de las condiciones de cerradura, es decir que si al operar los ato-
mos con ciertas operaciones los resultados vuelven a caer en la definicion.

= La determinacién de que los conjuntos asi definidos son la expresion mas pe-
quena de los conjuntos que pueden definirse asi.

Para ponerlo en términos mds formales:

Definicion 22 Sea A un conjunto y X un subconjunto de A, sea F un conjunto de
funciones f : A" — A, con aridad n > dﬂ Decimos que un conjunto’Y es inductivo en

ILa aridad se refiere a la cantidad de argumentos que acepta la funcién, si es 1 es una funcién unitaria, 2
binaria, 3 ternaria, etc.
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X siysolo si X es subconjuntodeY yY es cerrado bajo las funciones en I, es decir,
para toda funcion f : A™ — Aen F, paratoda y1,ya,....yn €Y, f(y1,Y2, ..., tn) €
Y también.

EL mismo conjunto A es inductivo en X. La interseccion de todos los conjuntos
inductivos en X también estd cerrado bajo F', se le llama la cerradura inductiva de X
y se representa como X .

Podemos definir la secuencia de conjuntos (X;);>o de manera inductiva como:

n XO :Xy
w X =X, U{f(a1, .., zn)|f € Fy21, iy € Xsyn=1r(f)}
= Esclaro que X; C X;;; paratoda 1l > 0. Sea

X1 =Ui>0X;. (14)

Esta definicién de la cerradura inductiva es por abajo, la de lineas arriba es por
arriba, pero son equivalentes, la demostracién puede consultarse en [1].

Un ejemplo coloquial: podemos definir a un sadwich (emparedado si quieren evitar
el anglicismo) de forma inductiva:

1. Cualquier cosa que vaya entre dos panes es un emparedado.

2. Si tenemos un emparedado e; y un emparedado e, si a ambos los ponemos
entre dos panes también forman un emparedado (piensen en esos emparedados
con varias capas, claro que esto abre la posibilidad a tener emparedados de aire).

3. Nada que no pueda hacerse con los pasos anteriores es un emparedado.

Ejercicio: Define el lenguaje de los términos agradables, aquellos formados por las
letras a, b, ¢, d (una letra ya es en si un término agradable, la cosa es ver las posibles
combinaciones con los corchetes y el operador), los corchetes bien anidados [| (bien
anidado quiere decir que todo corchete que se abra debe cerrarse, y no puede cerrarse
un corchete sin tener uno abierto a la izquierda) y la operacién binaria - que se escribe
como [a - b].

6.1. Conjuntos libremente generados

Definicion 23 Sea A un conjunto, X un subconjunto de A, F' un conjunto de funcio-
nes en Ay Xy la cerradura inductiva de X bajo F. Decimos que X 1 es libremente
generado por X y F' si se cumplen las siguientes condiciones:

» La restriccion de toda funcion f : A™ — Aen I a X" es inyectiva.

» Paratoda f : A" — A, g: A" = Aen F, f(XT) es disjuntde g(X7%)
cuando f # g.

» Paratoda f : A™ — Aen F ytoda (x1,....xm) € X7, f(21,....,0m) € X, es
decir, los elementos son realmente bdsicos.

ZDisjunta se refiere a que FXP)Nng(Xy) =10
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Ejemplo: El grupo de los enteros positivos (Z, Sum()), donde el grupo genera-
dor es S = {1} es libremente generado. La funcién Sum() sumard una unidad al
argumento dado, asi Sum(1) dard el siguiente natural (al cual no nombraremos 2
porque imaginemos que tiene derechos de autor, solo le llamaremos Sum(1)). El si-
guiente natural serd Sum(Sum(1)), que de nueva cuenta ya se figuran quien es pe-
ro no le daremos ese nombre. La funcién es inyectiva, a cada elemento del dominio
(1, Sum(1), ..., Sum™(1), ...) le asocia un sélo elemento del codominio. En este caso
no hay mds funciones asi que podemos asegurar las disyuncion, y no hay manera de
que alguna Sum’(1) nos regrese al mismo generador 1.

Ejercicio: ;Como ampliarias la definicion de los naturales positivos para incluir
una operacién mas, la multiplicaciéon? Considera que tienes la cerradura inductiva, pero
si no te convence también puedes probarlo ;necesitas un nuevo conjunto generador?
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