Célculo A y programacion funcional

Programacion funcional para la fisica computacional

15 de febrero de 2023

Maquinas de Turing

La méquina de Turing es uno de los modelos de computaciéon mds usados, es lo
mads cercano a una computadora (como la que usaron para bajar este pdf, y quiza hasta
para leerlo), pero no es el unico modelo. Ahora lo menciond sélo para dar entrada a la
idea del calculo A, para entender las cosas. No sé si serd el método mas pedagdgico,
o el mas sencillo, pero es el estdndar en la mayoria de libros del tema (ademds de que
Turing es el mas famoso de los matemadticos que trabajaron inicialmente en el drea).
Los modelos son equivalentes, asi que no perderemos generalidad.

Una maquina de Turing se compone de un conjunto finito de estados (), una cinta
semi-infinita limitada por la izquierda con el simbolo - e ilimitada por la derecha (este
limite izquierdo es para saber donde empieza la cinta) y una cabeza que puede moverse
a izquierda y derecha, capaz de leer y escribir caracteres en la cintaﬂ Las palabras
de entrada, de longitud finita, se escriben sobre la cinta de izquierda a derecha (como
escribimos nosotros). Al terminar la palabra de entrada en el resto de casillas de la
cinta para distinguir que no contienen caracter alguno estd pre-escrito el simbolo .. Un
esquema ejemplificando esta disposicién se muestra en la figura ??.

Figura 1: Esquema mecdanico de una maquina de Turing.

Podemos dar una definicién formal:

Definicion 1 Una mdquina de Turing determinista, de cinta tinica es una 9-tupla (yo
lo traduciria como un noneto o enéada, pero quizd no es la terminologia) descrita
como:

M = (Q727F7'_7~75787tu7')

con:

Son muy jévenes para recordar los casetes quiz4, aunque por ahi hay unos intentos retros de revivirlos,
pero si alguna vez han visto uno con su respectivo reproductor podrdn notar que cuenta con una cinta
magnética de color café o negro, que es leida por una cabeza también magnética. Era un formato de no
muy buena calidad, de riesgo pues un iman de potencia suficiente podia dafiar la cinta y los carretes podian
provocar accidentes como enrollarse o atorarse. Hubo computadoras que usaban casetes para leer programas,
para una crénica al respecto echen un ojo a: https://www.xataka.com/historia-tecnologica/
cuando-los-videojuegos-venian-en-cassette-y-habia-que-rebobinarlos-para-poder-jugar
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» () es el conjunto finito de estados

= Y es el alfabeto de entrada (finito)

» [ es el alfabeto de cinta (finito), con ¥ C T

» e ' — X el simbolo de inicio de la cinta

» _e'— X el simbolo de espacio en blanco

m 0:Q XTI = Q xT x{—,+} lafuncion de transicion
= s € @ el estado inicial

» t € @ el estado de aceptacion

= 17 € () el estado de rechazo.

Un ejemplo

sea la maquina de Turing que decida el lenguaje A = {02"|n > 0}, es decir, el
lenguaje con puras cadenas de 0’s que su longitud sea una potencia de 2.
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Figura 2: Diagrama de estados de la maquina de Turing descrita.



Otros modelos computacionales

El modelo de maquina de Turing ajusta muy bien para cuando se trabaja de manera
tedrica con computadoras, pero quizd pueda parecer demasiado mecédnico y no se pa-
rece a como operamos con computadoras hoy en dia. Existen mds modelos que sonm
equivalentes, sabemos de esa equivalencia por la tesis Church-Turing.

Tesis de Church-Turing 1 Toda funcion es efectivamente calculable si'y solo si es
calculable por una mdquina de Turing.

En esos otros modelos se encuentran las funciones recursivas u, relacionadas dier-
ctamente al trabajo de Godel al preguntarse ¢ cudl es el minimo de funciones necesarias
para definir a todas las funciones computables?

1. Sucesor. La funcién s : N — N dadas por s(z) = = + 1 es computable.
2. Cero. La funcién z : N° — N dada por F () = 0 es computable.

3. Proyecciones. Las funciones 7} : N® — N dadas por 7} (21, ..., Zp) = 2, 1 <
k < n, son computables.

4. Composicion. Si f : N¥ — Ny g1,...9x : N® — N son computables, entonces
también lo es la funcién f o (g1,...,gx) : N® — N que en la entrada T =
T1,...,Tn, da

f(91(Z), ..., gx(T))

5. Recursion primitiva. Si h; : N* — Ny g; : N*tk+1 5 N son computables,
1 <4 < k, entonces también lo son las funciones f; : Notl N, 1<i<k,
definidas por induccién mutua de la siguiente manera:

def

fl(O,E) = hl(l‘>
fz(x+1,f) = gi(Iaiafl(xaf%"'7fk($7f))a
donde & = x4, ..., z,,.

6. Minimizacién no acotada. Si g : N"*' — N es computable, entonces también lo
es la funcién f : N — que con la entrada = z1, ..., x,, de al menos y tal que
g(z,T) esté definida para todas las z < y y g(y,T) = 0 si tal y, y estd indefinida
de otra manera. Esto se denota como:

f(@) = py.(9(y,z) = 0)
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